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内 容 提 要 


本 书 主要 阐述 逆 散 射 变换 和 孤立 - eee ate’ 
Bi PAARA P RN RIE RLS OM ROR 
合适 的 导 引 . o 

全 书 共 分 七 章 。 第 一 章 按照 历史 发 展 的 线索 介绍 柯 特 维 格 - 
德 佛 累 斯 (KaV ) HARM MY TRO AMM. Bow Kav 
方程 为 例 , 讨论 了 逆 和 散射 变换 及 有 关 理论 分 析 , 介绍 了 加 德 纳 - 格 
林 - 克 鲁 斯 卡尔 - 缪 拉 的 著名 工作 。 第 三 章 引进 谱 不 变 位 势 概念 
介绍 了 拉克 斯 从 希 尔 伯 特 补 ; 间 算 子 理 论 出 发 对 逆 散 射 朗 换 所 作 的 
EAI, UL RAL AU NIRA 
系统 的 散射 、 逆 散 射 和 谱 理 论 进行 全 面 和 独立 的 处 理 ， 第 六 章 以 
TERME BH RMR SLT A, STEEN 
应 用 。 MRM T ABR RC — TOE, HE 
门 讨论 了 微 扰 问题 . 

本 书 系 作者 在 荷兰 乌 得 勒 支 数学 研究 所 潮 授 着 散射 课程 的 教 
材 ， 它 可 供 我 国 高 等 院 校 数学 、 物理 、 力 学 、 光 学 等 专业 高 年 级 大 
学 生 、 研 究 生 和 教师 阅读 ， 也 可 供 从 事 等 离子 体 物理 、 理 论 物 理 、 
流体 力学 、 晶 格力 学 、 非 线性 光学 ,海洋 学 \ 应 用 数学 和 工程 等 方面 
工作 的 有 关 科 技 人 员 参 考 。 ~ 
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原作 者 为 中 译 计 题词 


我 们 以 愉快 的 心情 欢迎 本 书 中 译本 的 出 版 ， 我 们 希望 这 韦 
对 于 许多 不 同 专业 的 大 学 生 和 科学 农 们 ， 在 孤立 子 理论 入 门 方 
面 和 推动 进一步 研究 方面 都 将 有 所 神 益 ， 
HEL LELES 
阿 de > MR 
1983 年 9 H12 H 
于 乌 得 勒 支 (荷兰 ) 


FF 


道 散射 变换 (inverse scattering transformation) Fy MM 
立 子 (soliton) 理论 是 应 用 数学 领域 中 两 项 最 新 最 迷人 的 成 就 . 
-孤立 子 理论 的 发 展 主要 是 最 近 十 年 内 的 事情 ， 但 却 迅猛 异常 ， 
影响 深远 ， 我 们 并 不 奢望 在 本 书 中 谈 到 这 理论 的 所 有 方面 . 
我 们 的 目的 ， 首 先是 为 未 入 门 的 读者 以 及 为 从 未 听 到 过 孤立 子 
或 者 只 是 从 侧面 看 到 它 所 引起 的 震动 的 数学 家 和 物理 学 家 提供 
一 个 导 引 ; 其 次 ,我 们 打算 以 一 种 数学 上 令 人 满意 的 严密 方式 来 
介绍 这 一 理论 。 因此 ,本 书包 含 了 许多 新 的 观点 和 一 些 在 别处 
看 不 到 的 材料 。 我 们 希望 这 也 能 引起 熟悉 孤立 子 理论 的 科学 家 
们 的 兴趣 . 

写作 本 书 的 意图 是 作者 于 1979 年 春季 在 乌 得 勒 支 (Utreoht) 
数学 研究 所 讲授 逆 散 射 变换 课程 期 间 产 生 的 ， 那 时 ， 为 了 用 一 
种 能 为 未 入 门 的 并 且 有 点 挑剔 的 读者 所 理解 和 接受 的 方式 来 组 
织 和 令 述 教材 ,我 们 遇 到 了 很 大 的 困难 .那些 关于 道 散射 变换 .可 
积 演化 方程 和 有 关 论 题 的 浩瀚 文献 ， 展 现 出 一 个 由 研究 孤立 子 
的 各 种 途径 交织 起 来 的 令 人 眼花 绕 乱 的 图 案 、。 我 们 的 困难 之 一 
是 寻找 和 遭 循 一 条 合适 的 入 门 途 径 ， 当 我 们 试图 得 到 一 种 从 数 
综观 点 看 来 令 人 满意 的 叙述 方式 时 , 又 发 生 了 其 他 困难 . 在 那 
新 发 现 一 个 接着 一 个 的 迅速 发 展 时 期 所 产生 的 着 重 于 物理 应 用 
的 文献 中 ， 读 者 看 到 的 往往 都 是 一 些 论述 ， 而 证 明 只 是 简 赂 一 
提 , 甚至 根本 不 提 .， 因此 我 们 觉得 填补 空 筷 和 澄清 推理 的 工作 
是 很 重要 的 。 尽管 在 课程 中 已 倾注 了 我 们 的 大 量 心血 , RNR 

te 


np 


心 再 接 再 厉 , 将 教材 进一步 加 工 , 并 把 这 部 导 引 呈献 给 更 多 的 读 
者 . 

本 书 的 安排 主要 是 按照 道 散射 变换 方法 发 展 的 历史 线索 . 
在 第 四 、 第 五 两 章 , 由 于 对 薛 定 刘 方 程 和 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 
系统 的 散射 和 道 散射 问题 进行 全 面 而 独立 的 处 理 ， 使 线索 暂时 
中 汤 。 在 最 后 一 章 ( 专 讲 微 扰 ), 我 们 浏览 了 这 理论 的 一 个 前 沿 ， 
那里 的 和 关 分 析 主 要 还 处 于 初始 启蒙 阶段 ， 有 许多 问题 还 没有 
解决 : 

”不 少 有 意义 的 论题 在 本 书 中 没有 触及 ， 这 儿 我 们 随意 列举 
二 些 ,其 中 有 些 我 们 党 得 是 重要 的 .例如 ,我 们 没有 讨论 守恒 律 
的 存在 性 .哈密 顿 形式 体系 .KdV 方程 的 周期 情况 、 户 田 链 等 离 
散 系统 、 贝 克隆 变换 以 及 用 外 微分 形式 的 技巧 来 允 近 可 积 演化 
FHSS, RNAS, 本 书 主 要 是 作为 一 个 导 引 , 它 的 目的 
是 供给 读者 以 足够 的 知识 ， 以 便 他 能 按照 自己 的 兴趣 进一步 学 
习 其 他 文献 一些 综述 性 论文 ， 如 阿 柏 罗 维 获 (1978), Biv 
(1976), 杜 布 罗 文 、 列 特约 耶 夫 和 谐 维 柯 夫 (1976), 或 布 洛 和 考 
德里 (1980) 主 编 的 论文 集 ,都 附 有 文献 目录 可 供 参考 . 

-， 感谢 彼得 . 薛 尔 对 本 书 的 贡献 , 他 阅读 了 原稿 ,提醒 我 们 注 
意 并 帮助 解决 了 一 些 不 易 扣 摸 的 困难 . 打字 工作 则 是 乔 克 ,斯 
托 珀 思 和 西 内 克 * 库 尔 导 细心 而 愉快 地 完成 的 . 
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第 一 章 ” 柯 特 维 格 - 德 佛 累 斯 
(KdV) 方程 


§1.1 历史 情况 介绍 


大 多 数 关 于 柯 特 维 格 - 德 佛 累 斯 方程 的 综述 性 文章 和 精心 
结扎 的 论文 ,都 是 以 本 司 各 特 . 罗 素 在 “ 论 波动 > (1844) Ping 
他 沿 着 河道 骑马 追踪 一 个 波 的 著名 故事 的 一 段 引文 开始 的 .让 
我 们 也 遵循 这 个 传统 , 在 此 重复 一 下 司 各 特 . 罗 素 的 这 段 生动 记 
载 : 

“我 正在 观察 一 条 船 的 运动 ,这 条 船 被 两 匹 马 拉 着 , 沿 着 狂 
窗 的 河道 迅速 前 进 . 船 突然 停 下 了 , 河道 内 被 船体 带动 的 水 团 
却 没有 停 下 来 , 而 是 以 剧烈 受 激 的 状态 聚集 在 船 头 周围 , 然后 形 
成 了 一 个 巨大 的 圆 而 光滑 的 孤立 水 峰 , 突然 离开 船 头 , 以 极 大 的 
速度 向 前 推进 ， 这 水 峰 约 有 三 十 英尺 长 ,一 至 一 英尺 半 高 , 在 河 
道中 行进 时 一 直 保 持 着 起 初 的 形状 ， 速 度 也 未 见 减 慢 . 我 骑 着 
马 紧 紧 跟 着 ,发 觉 它 大 约 以 每 小 时 八 至 九 英里 的 速度 前 进 。 后 
来 , 波 的 高 度 渐 渐 减 小 ， 过 了 一 至 二 英里 之 后 ,终于 消失 在 昱 风 
的 河道 中 ， 这 就 是 我 在 1834 年 8 月 第 一 次 偶然 发 现 这 奇异 而 
美妙 的 现象 的 经 过 ，……. 2 | 

1895 年 , 柯 特 维 格 和 德 佛 累 斯 的 论文 提出 了 一 个 数学 模型 
方程 ,他 们 的 用 意 之 一 就 是 为 司 各 特 . 罗 素 所 观察 到 的 现象 提供 
一 个 解释 方程 的 原始 形式 如 下 ; 

fas g2 ant zo Sat, (1.1.1) 


a 1 œ 


其 中 zz 是 沿 一 维 河道 的 变量 , 上 是 时 间 , ne, t) 是 高 于 平衡 水 
平面 1 的 水 面 高度 , g 是 引力 常数 , a 是 与 液体 均匀 运动 有 关 的 
常数 , o 是 由 
ip_ Tl 
pg 

定义 的 常数 ,了 是 毛细 现象 的 类 面 张力 ,，p 是 密度 . 

方程 (1.1.1) 就 是 通常 所 说 的 柯 特 维 格 - 德 佛 累 斯 方程 , 简 
称 KaV 方程 

KdV 方程 默默 地 度 过 了 漫长 的 65 年 , 偶尔 在 文献 中 被 提 
一 下 ,， 有 时 甚至 被 忘掉 ( 范 德 布 利 杰 \1978) )， 这 种 局 面 到 1960 
年 才 被 打破 , 那 时 加 德 纳 和 莫 里 卡 伐 重 新 发 现 了 这 一 方程 ,作为 
分 析 无 碰撞 磁 流体 波 的 模型 ， 从 那 时 以 束 , KAV 方程 一 次 又 一 
次 地 在 不 同 的 背景 中 ， 作 为 描述 多 种 多 样 的 物理 现象 的 模型 方 
程 被 推导 出 来 (例如 ,参阅 缪 拉 (1976) 及 所 引 的 参考 文献 )、 今 
K, KdV 方程 可 被 看 作 数 学 物理 的 基本 方程 之 一 。 然而， 这 
不 是 使 它 闻名 的 唯一 原因 。. 

至 少 同样 重要 的 是 ,由 于 对 KdV 方程 的 研究 , 促使 发 展 了 
一 套 新 的 数学 方法 , 得 到 了 许多 新 的 结果 . 这 就 导致 了 从 波 传 
播 的 “实际 ”问题 到 代数 几何 中 比较 “ 抽 象 ” 论题 的 一 系列 应 用 
(例如 ,参阅 杜 布 罗 文 、 玛 特 维 耶 夫 和 诺 维 柯 夫 (1976)). 

人 们 自然 会 问 ， 用 自己 的 名 字 来 命名 这 一 现 已 但 名 的 方程 
的 是 些 什么 人 ?他 们 是 怎样 合作 的 ? 范 德 布 利 杰 (\1978) 对 此 作 了 
一 些 回答 . 

第 德 力克 ,约翰 尼斯 . 柯 特 维 格 (1848.3.31~1941.10.5) 是 
一 个 写 过 很 多 论文 的 荷兰 阿姆斯特丹 大 竺 著名 数学 教授 奇怪 
的 是 ,在 柯 特 维 格 死 后 发 布 的 一 些 让 告 中 , 似乎 都 未 提 及 柯 特 维 
格 - 德 佛 累 斯 (1895) 这 篇 论文 . 


® 2 ee 


(1.1.2) 


哥 斯 塔 夫 , 德 佛 累 斯 在 柯 特 维 格 指导 下 写 了 一 篇 博士 论文 ， 
于 1894 年 12 月 1 日 提交 给 阿姆斯特丹 大 学 、 这 篇 论文 是 用 荷 
兰 文 写 的 , 现在 所 称 的 KAV 方程 就 在 论文 的 第 9 页 上 ， 丰 来 
德 佛 累 斯 此 后 的 专业 生涯 ,大 部 分 是 作为 中 学 教师 而 度 过 的 . 

。 最 后 , 我 们 还 要 提 一 下 , 尽管 KdV 方程 是 众所周知 的 , 但 
它 作 为 描述 河道 中 (长 距离 ) 水 波 特性 的 模型 方程 还 是 受到 了 挑 
城 ， 最 近 本 杰 明 、 博 纳 和 马 奥 尼 (1972) 提出 了 另 一 个 模型 。 关 
于 这 方面 的 讨论 可 以 在 例如 克 鲁 斯 卡尔 (1975) 中 找到 . 


$1.2 基本 人 性质 


ANLEK, 使 方程 与 原来 的 物理 问题 无 关 , 即 得 KaV 
方程 的 一 些 标准 形式 . 


i Pe ee el 
| be Shh Bey ue gen ge G2) 
的 变换 而 得 到 的 ， | 

©: igs Bu gy My Ene: (1.2.2) 


上 式 第 二 项 前 面 的 数值 因子 没有 什么 特殊 意义 .事实 上 将 变换 
加 以 修改 ; @, tz, t, ju, 我 们 可 以 得 到 4 
we ue tS ĝu +y 0, (1.2.8) 
其 中 p, v, Y, v*0, 7 天 0 是 可 以 随意 选取 的 数值 因子 .然而 ， 
我 们 在 这 里 还 是 依照 大 家 普遍 采用 的 形式 1.2.2), BRE 
ERER, 我 们 有 如 下 形式 的 Kav FR, 
: tL, Gtia + ese = 0, (1.2.4) 
.注意 这 个 方程 具有 仰 利 略 变换 不 变性 ， 意 思 是 经 过 命 利 略 
变换 | | 


t*=t; o =2—ct, u"(a", t) =u(a*+ct*, “+e, (1.2.5) 
ww 满足 方程 


Wf — UU + Ue =O, (1.2.6) 
我 们 简单 地 考虑 一 下 线性 化 的 KAV 方程 , 即 
Uy + Uses =0, (1.2.7) 
这 个 方程 具有 谐 波 解 
wy, t) = Agr (1.2.8) 
SAPIENS FBR k, HER oc 满足 
c= —f?, (1.2.9) 


HUE BEAR Mic CTD Be HY in AO NY BBR Ce 
瑟 姆 (1974) )， 关 系 (1.2.9) 称 为 色 茹 关系 .因为 方程 全 .2.7) 
是 线性 汐 ， 所 以 谐 波 ( 具 有 不 同 波 数 ) 的 华 何 迭 加 依然 是 方程 
(1.2.7) AHR. 我 们 注意 到 线性 化 下 4Y 方程 的 所 有 色散 波 解 都 
随 着 时 间 的 增长 而 向 左 行进 

现在 我 们 回 到 完整 的 KdV FE, PRR AKAM 
波 的 特 冻 解 的 存在 性 ( 拉 姆 (1932) )， 这 些 解 也 被 称 为 行进 波 
(travelling waves) 或 前 进 波 (progressing waves), 这 些 波 的 
形状 在 某 种 特殊 的 移动 坐标 系 中 看 来 ， 是 不 随时 间 改 变 的 ， 于 


eine | u(y, t) =U (a—-ct), (1.2.10) 


RA KIV 方程 , 就 可 得 关于 函数 (2) 的 非 线性 常 微分 方程 
| U" — (60 +e)U’ =0, daai 
式 中 的 后 表示 微分 ， 积 分 一 次 ,我 们 得 
U” —38U?—cU =m, (1.2.12) 
RA mEEREM. MUR LU, 再 积分 一 次 ,得 
U”? —2U3 —cU* ~2mU =n, (1.2.18) 
”其 中 必 又 是 一 个 任意 常数 ， 


Ss 4 » 


在 最 后 一 步 中 ，U 可 以 隐 含 地 用 椭圆 积分 来 定义 ， 从 这 结 
时 ,可 以 导出 周期 解 UO = U(z 士 2) 的 存在 性 ， 这 个 解 可 用 牙 
可 比 椭圆 函数 oa 表示 , 因而 称 做 椭圆 函数 (onoidal) 波 (例如 , 详 
见 惠 瑟 姆 (1974)). 

在 下 述 所 有 解 中 ， 特 别 重要 的 是 使 DU 和 它 的 导数 都 在 
2> Foon} TARA A AU U (2), 这 些 解 称 做 孤立 波 . 

为 求 得 孤立 波 , 我 们 可 在 CL.2.12) 中 使 m=0, 在 (1.2.18) 
中 使 4 一 0、 于 是 有 , 

U%=U%(2U +e), ` (1.2.14) 

这 方程 很 容易 积分 ,于 是 得 


ula, a- -Ue ct) = -7e sech*{ 5 Jo (act + zo) |, | 


| Be (1.2.15) 
+ Sesh ag ERRE. W, 
‘ 1 
woh hy er (1.2.16) 
我 们 由 此 可 以 看 到 , 24 > Foo 时 ， ASCO IER. 
还 有 两 点 需要 注意 : 
上 只 有 当 c>0 时 ,孤立 波 解 才 存在 因此, KAV 方程 的 任何 
孤立 波 痢 随 着 时 间 的 增长 而 向 有 运动 
MIRNE o 与 波 的 振幅 ( 一 又) 成 正比 ， 因此 , 较 
大 的 孤立 波 比 较 小 的 孤立 波 运 动 得 快 ， ; 
§1.3 MF ATA 


因为 KaV 方 程 是 非 线性 的 , 所 以 孤立 波 解 经 任何 迁 加 的 结 


co 8 ee 


时 都 不 再 是 方程 的 解 。 看 到 这 一 点 ， 或 许 会 使 人 认为 孤立 波 在 
KdV 方程 的 一 般 理 论 中 的 重要 性 是 很 有 限 的 。 第 一 个 相反 的 
论断 出 自 于 萨 布 斯 基 和 克 鲁 斯 卡尔 (1965) 以 及 萨 布 斯 基 \1967) 
的 工作 . 

让 我 们 将 描述 孤立 波 的 函数 用 


S(z, c) = —Fesoch!| Vo z] (1.3.1) 


来 表示 , 并 设想 下 面 的 实验 . 
. 当 #=0 时 ,KdV FER ulw, t) Eu, 0) 由 下 式 给 出 : 
ulz, 0) =S (z, c1)+S(x-—X, ca), (1.3.2) 
其 中 X0 并 且 足 够 大 ,ct>-ca， 因 为 孤立 波 指数 式 地 衰减 ， 所 
以 在 初始 时 这 两 个 孤立 波 没 有 多 大 干扰 . 但 从 cx>ca 人 们 应 该 
预料 较 大 的 孤立 波 势必 追 上 较 小 的 一 个 ， 相 互 碰撞 的 结果 将 会 
怎样 呢 ? 
萨 布 斯 基 和 克 重 斯 卡尔 通过 数值 分 析 的 实验 ， 得 到 了 下 面 
的 结果 : 
当 #=T 了 >0 并 且 足 够 大 时 ,有 
uz, T) =S(2—exT —0, c) 
+S (s— eT — 0a, ca), (1.3.8) 
其 中 从 和 9s 是 常数 . 
这 样 ， 两 个 孤立 波 在 相 
互 碰撞 后 仍 表现 为 两 个 形状 
.不 变 的 孤立 波 ， 唯 一 的 影响 
只 是 发 生 了 相 移 Os 和 9. 
(可 用 附 图 来 表示 两 个 相向 
运动 的 孤立 波 碰 擅 后 仍 保持 
ES 。 各自 的 形状 和 速度 一 一 译 


a oe 


ue 


者 . ) 因 为 这 两 个 孤立 波 相互 碰撞 后 本 质 不 变 ， 所 以 克 鲁 斯 卡尔 
和 配 布 斯 基 命 名 它们 为 弧 立 子 , 意思 是 它们 具有 粒子 般 的 行为 . 
孤立 子 这 个 名 词 现在 已 经 非常 通行 ， 在 数学 物理 领域 内 尤其 如 
此 ， 目 前 似乎 还 没有 关于 孤立 子 的 严格 的 数学 定义 ， 通 常 总 是 
在 某 个 特殊 问题 的 范围 内 用 一 个 公式 来 给 出 定义 的 (例如 ,参阅 
4) (1976) 35 6 +). 


‘$1.4 DEAR 解 的 存在 性 和 唯一 性 


Bum, 办 是 
ty — Bute +Uer2=0, TE (— o, 00), t>0, (1.4.1) 
ue, 0) =u() 
的 一 个 解 。 博 纳 和 史密斯 (1975) 证 明了 ， 在 w(z) 和 它 的 前 四 
阶 导数 都 平方 可 积 的 条 件 下 ， 经 典 解 是 存在 的 .关于 解 的 存在 
性 和 正则 性 的 进一步 结果 , 已 由 田中 (4974) 和 科恩 (1979) 给 出 . 
Æ t>O RY ule, 为 的 正则 性 质 与 |z| 一 co 时 w(w) 和 它 的 导数 的 
衰减 方式 之 间 , 好 象 存在 一 种 强 关 系 . w(z) 和 它 的 导数 衰减 得 
BR, 1>0 时 的 解 4%, 就 越 光滑 ， 从 科恩 (1979) 可 知 , 如 果 
当 |zj 一 ce 时 ， 对 一 切 w，w《z) 和 它 的 前 四 阶 导 数 衰 减 得 比 
jo] 下 快 , 那 末 当 1>0 时 , 解 4(z, 从 无 穷 次 可 微 ， 
如 果 解 是 在 一 类 函数 内 ， 这 些 函 数 同 它们 充分 阶 的 导数 都 
在 |z|~>co BY RAF 0, 那 末 解 的 唯一 性 很 容易 按照 拉克 斯 (1968) 
的 方法 得 到 证 明 . .这 里 我 们 将 证 明 复述 如 下 ， 
a MT RIMAE C. 4.1) 的 两 个 解 ,并 设 
w=u— ù, (1.4.2) 
Fié 


oe = Guus — 6UUs — Weee, (1.4.3) 
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经 简单 整理 后 , WRK oR 
ow 


Gy TOUT Otis — wees. (1.4.4) 
两 边 乘 上 刀 后 积分 ,得 
5 A fu dx= 6 E wow, de +6 f © Tyu? dæ 


— j WWrrr AE, (1.4.5) 


Rw we 和 wee Els roo 时 趋 于 截 ， 容 易 证 明代 .4.5) 右 边 
最 后 一 项 等 于 零 ， 再 对 (1.4.5) 右边 第 一 项 进行 分 部 积分 , 可 得 
Zp a dx-1l2| (ie ~ u)u’do, (1.4.6) 


2 
利用 
|i — Fuel <M, ed (ee, we), (1.4.7) 
可 得 
5 7 uP dae< 12M | ”wdz, (1.4.8) 
从 这 个 微分 不 等 式 可 推 得 
| waz<:| | "de est (1.4.9) 


然而 ， 因 为 uw Mv PBEM 1.4.) 的 同一 初 值 条 件 ， 由 
(1.4.2) 定 义 的 ww 在 t=0 时 等 于 零 ， 因 此 , 当 t>0 时 w=0， 这 
就 证 明了 初 值 问题 (1.4.1) 的 解 是 唯一 的 . 


§1.5 缪 拉 变 换 和 修正 KdV 方程 
在 数学 文献 中 ,有 这 样 一 些 变换 , 通过 它们 能 够 从 某 一 线性 
微分 方程 的 解 导 出 一 个 有 关 的 非 线性 方程 的 解 。 下 面 是 一 个 比 
较 基本 的 例子 ， 


~ 8 
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LAT: 
w=22 
v 
定义 的 函数 wz) 是 黎 卡 提 方程 
Wet ur =U 


引 理 的 证 明 通 过 直接 代入 就 可 得 到 .现在 我 们 对 上 述 结果 
作 一 微小 而 又 极其 重要 的 推广 , 即 ; 如 果 v(z) 满足 


— (uls) —A)v=0, (1.5.1) 

其 中 和 是 任意 常数 , 则 
w=" (1.5.2): 
aà Wetur=u—d, (1.5.3) 


”类 似 引 理 1.5.1 pt BS ME Se h MRE He (1950) 和 科 
尔 (1951) 得 到 . 
引 理工 5.2 Rove, t) ZR SAB 


. e © a a $% 


a 
w= —Qy— 
Y 


定义 的 函数 w(z, 四 满足 伯 格 斯 方程 
Wy + WWe=VWee, 
证 明 仍 可 通过 直接 代入 而 得 . 
注意 伯 格 斯 方程 与 KdV 方程 有 些 相似 , 由 于 引 理 1.5.2 中 
所 述 那 种 结果 的 存在 , 人们 很 自然 地 要 为 KdV 方程 寻求 一 个 类 


似 的 变换 .下 面 的 结果 是 缪 拉 (\1968) 得 到 的 : 


3121.56.38 hwo, NEBE KdV 方程 
Wi— GW Ws +H Were = 0 


人 WU — Celts Uzzs = 0, 

证 明 还 是 由 直接 代入 而 得 . 

我 们 注意 到 , 比 起 引 理 1.5.1 和 1.5.2 中 的 结果 来 , BH 
换 引 向 了 一 个 “错误 的 方向 : 非 线性 KdV 方程 的 解 由 一 个 更 为 
非 线性 的 方程 的 解 导 出 ， 

现在 假定 按 相反 的 方向 ， 把 弛 拉 变换 解释 成 用 函数 v 来 定 
义 函 数 公 的 一 种 变换 .这 样 一 来 , 妈 就 是 黎 卡 提 方 程 的 解 ! 由 于 
KAV 方程 的 伽利略 不 变性 ,我 们 可 以 把 这 变换 适当 推广 为 

从 一 7 一 2 十 了 sr， (1.5.4) 
T tes IH 1.5.1), 2.5.2) 71.5.3), WUE 
(1.5.1) 5 KIVABRARKY E, ANKE RN ih u 
满足 KdV 方程 

读者 可 能 会 发 现 上 述 引 理 1.5.3 之 后 的 一 些 考虑 缺少 说 服 
力 和 推理 性 . 然而 正 是 这 种 常用 的 推理 方式 ( 克 和 鲁 斯 卡尔 
(1975), BH A976)), 推动 了 加 德 纳 .格林 、 克 和 鲁 斯 卡尔 和 织 拉 
(1976) 关于 KdV 方程 初 值 问题 解法 的 惊人 发 现 中 的 本 质 的 第 
=, 


-9 10.0 


第 二 章 ”用 加 德 纳 -格林 - 
克 鲁 斯 卡尔 -- 缪 拉 方 法 求解 
逆 散 射 变换 


在 一 系列 惊人 而 又 卓越 的 发 现 中 ,加 德 纳 、 格 林 、 克 鲁 斯 卡 
RAB (Hid A GGKM) 发 展 了 一 种 求解 KAV 方程 的 方法 ， 
这 方法 后 来 经 过 种 种 推广 ， 已 成 为 大 家 都 知道 的 逆 散 射 变换 法 
(又 称 谱 变换 ， 也 称 散射 反 演变 换 一 一 译 者 )， 我 们 将 在 第 三 
章 和 第 六 章 中 讲述 它 的 进一步 发 展 ， 在 那里 还 会 看 到 ， 原 先 的 
GGKM 分 析 中 的 许多 步骤 是 可 以 简化 的 . 在 数学 上 常 有 这 样 的 
事情 ; 一 旦 确定 了 结果 , 会 出 现 新 的 更 简单 的 证 明 . 然而 , 遵循 
原来 的 论证 能 够 更 好 地 了 解 这 个 发 现 ， 而且, 由 于 GGKM 分 析 
的 独创 性 , 它 仍然 使 人 们 感到 兴趣 . 

本 章 的 主要 部 分 用 来 描述 GGKM 方法 和 有 关 结 果 ($2.1 
~2.6), 我们 按照 GGKM 的 原始 论文 (1967)、(1974) 来 叙述 ， 
只 是 为 了 数学 推理 上 的 严密 性 ， 作 了 一 些 不 大 的 修改 和 补充 的 
研究 , 在 $2.7. 中 导出 了 一 个 属于 拉克 斯 (1967) 的 重要 结果 . 最 
后 一 节 讲 述 关于 任意 初始 条 件 下 KAV 方程 的 解 在 时 间 很 大 时 
的 行为 的 一 些 最 新 结果 . 

. GGKM 方法 的 出 发 点 是 以 满足 KdV 方程 
Uy — Buust+ usss=0, TE(—00, œ), t>0 (2.1) 
BY PM ul, t) REAR EIS 
Was 一 {u(z, t) -A}v=0, ZE( 一 co，cc) (2.2) 


中 的 位 势 . 


$2.1 BREHRERAEHRH A 


本 节 概 述 一 下 将 在 第 四 章 中 详 述 的 有 关 分 析 的 主要 结果 ， 
这 些 结 果 将 在 本 章 中 用 作 分 析 工 具 . 我 们 在 本 节 中 , 为 了 书写 
上 的 简洁 ,排除 位 势 与 时 间 的 依赖 关系 , 而 认为 
Vrs— {UT) —A}u=0, TE (— œ, oo), (2.1.1) 
并 假定 位 势 满足 条 件 
F luo) [}2/"de<oo, km0, 1,2, (2.1.2) 


然后 我 们 寻找 合适 的 入 值 ( 称 做 特征 值 ) ， 使 得 方程 2.1.1 在 
|z|->=o 时 存在 有 界 的 解 wz) ， 所 有 特征 值 的 集合 称 做 对 应 于 
给 定位 势 w(w) 的 谱 (关于 谱 的 更 严格 的 定义 见 第 三 、 第 四 章 ). 

根据 第 四 章 ,我 们 有 如 下 结果 : 
对 每 个 满足 (2.1.2) 的 位 势 ,都 存在 有 限 个 (可 能 是 零 个 ) 离 

散 的 简单 特 征 值 

N=An= —Ke, kn ER, (2.1.8) 
它们 使 对 应 特征 函数 (0) 属于 LAC) 空间 ， 我们 通过 下 式 全 
[Ol hl >0, 02+ 时 (2.1.4) 


当 a> 00 时 ,这 些 特征 函数 的 行为 如 下 : 


Yala) ~ Onen, 当 w>co 时 ， (2.1.5) 


Yn (x) ~l ne”, 当 a—> — ool}, 
于 是 可 定义 正规 化 系数 
CO, =lim 6" ha. (2.1.6) 
BI a=k’, VEER, k0, (2.1.7) 


e 12 。， 


当 |a|—>0o Bt, PRIA Rw Fe te AF AY ROR ei A 
避 (z)， 当 2 > 于 ce 时， 它们 的 行为 如 同 oo ™ Fl ot 的 线性 组 
合 . 我 们 用 下 面 的 正规 化 条 件 来 定义 解 如 (xz): 
palo) ~e tb (k), 2% a->+ ook}, 
a(k)e™, 当 a—>— ook}, 
其 中 Ok) RP BBN RR, Oh) MMR ARR, ENS HARK 
RRR, 


(2.1.8) 


la]?+-]b]2—1, (2.1.9) 
我 们 还 可 以 用 与 上 面 不 同 的 方法 对 函数 和 x 进行 正规 
化 ,这 将 在 第 四 章 中 说 明 , 不 同 的 正规 化 之 间 的 关系 也 将 在 那里 
进行 研究 。 一 般 说 来 , 使 用 这 种 或 那 种 正规 化 主要 根据 各 人 的 
爱好 , 有 时 则 是 为 了 方便 . 
薛 定 请 方程 的 谱 , 连同 系数 On alk) D, 称 做 给 定位 势 
w(z) 的 散射 量 . 
下 面 我 们 转 到 逆 散射 问题 ， 其 中 包括 怎样 从 散射 量 来 确定 
位 势 uw(z) 的 问题 ， 第 四 章 的 分 析 提 供 了 下 面 的 解答 
将 函数 Bl) ERA 
BY) = Stem + = f Daa, (2.1.10) 
其 中 万 是 离散 特征 值 的 数目 .如 果 没 有 离散 特征 值 ,(2.1.10) 
右边 第 一 项 就 不 出 现 ， 我 们 进而 定义 函数 Ke, 9) 为 积分 方程 
K (a, y) +B(w+y) +[BE+y)K(, 2)de=0, y>x 
i (2.1.11) 


的 解 ,于 是 有 
u(2)=-2-2 K (g, 2), 


积分 方程 (2.1.11) 通常 称 做 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方程 , 也 有 些 
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作者 喜欢 称 之 为 玛 钱 科 方 程 . 
关于 逆 散 射 理论 的 参考 文献 见 第 四 章 ， 


§2.2 位 势 满足 KdV 方程 时 谱 的 不 变性 


WERKA ul, t) AL 
Ug — Uur +-Urez=0, TE(—20, œ), t>0, 
ulz, 0) =u (2), 
BASAR ESN EN: 
Vss — {U(x, t) —2}v=0, sE (— oœ, ©), (2.2.2) 
因为 uw(z, 0) 是 给 定 函 数 , 所 以 t=0 时 的 散射 量 是 可 以 计 
算 的 .我们 将 利用 以 (z, NWE KdV 方程 这 唯一 已 知事 实 来 研 
究 散 射 量 在 i>>0 时 的 演化 情况 . 
关于 谱 的 基本 结果 如 下 : 
定理 2.2.1 设 v(z， a Kav 方程 的 解 ， 它 满足 条 件 


(2.1.2), 并 且 使 得 从 在 p=1 2, 3 而 lz| 一 ce 时 有 
F. a N 动 . 


已 知 u(x, t) 满足 条 件 (2.1.2) 这 一 事实 时 ， 就 谱 中 入 = 及 
的 连续 部 分 证 明 上 述 定理 是 容易 的 。 因此 , 我 们 下 面 讨论 谱 的 
离散 部 分 . 

设 和 = 一 有 是 1=0 时 的 孤立 离散 简单 特征 值 ， 因 为 位 势 
ule, 是 参数 t 的 连续 可 微 函 数 ， 可 以 推断 出 存在 离散 特征 值 
入 = 和 (的 一 个 连续 族 ,而且 X(0) = — hy, 同时 和 (是 可 微 的 ( 参 
阅 第 四 童 ). 

设 按照 a 1.4) 正规 化 的 对 应 特征 函数 族 为 由 (z, i), R 
们 有 
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(2.2.1) 


Ws iule, t) -Ap =o, (2.2.3) 
在 第 四 章 中 , 我 们 将 证 明 水 (z, DFP i 是 连续 可 微 的 . 
通过 以 上 准备 ,我 们 可 以 得 到 一 个 在 GGKM 分 析 中 起 着 重 
要 作用 的 结果 ; 
引 理 2.2.1 cited a DWE KdV 方程 ,并 设 A= a 


和 


[E ua) M= -hy 
其 中 
M =p, — 2(u+2A) be Huh, 
下 理 的 证 明 主要 是 通过 公式 的 代入 和 整理 ， 我 们 现在 列 出 
主要 步骤 ， 
WREBARM t 微分 , 得 


[Z- (u=) |p= (ty — a) | (2.2.4) 
利用 KaV 方程 消去 u, 得 . 
[Ze uA) be (Gv tiere) b+ =o, (2.2.5) 
我 们 现在 可 将 ters 表示 为 
. Usesf = a Uap — Uses — 2 Uses, (2.2.6) - 
BARE BBA, 
east} = [4- (u~2) lus—2 Ussia. (2.2.7) 
于 是 我 们 有 
[高 - (u~ a) | Ys Hup) 一 2(3 ug) + usp) tap =0, 
(2.2.8) 
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最 后 -- 步 是 要 证 明 
3 Uap 十 Wzz 由 :一 | 5, = (u = 2») | (u+ 2A) whe, (2.2 . 9) 
这 个 十 作 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 
现在 我 们 证 明定 理 2.2.1， 将 引 理 2.2.1 中 的 关系 式 乘 上 
由, 即 有 


ah <p -2 MW (2.2.10) 
Ra tl ARB, 4, 
= df (GM, — pM). (2.2.11) 


最 后 对 © 积分 , 得， 
— = M.A. (2.2.12) 

FOE (a, OA EBLE 2 oo 时 的 行为 。 因 为 
函数 h(x, DE |z|->oo BY FH Ah Hees E, DAAE E 
Pul, AA) WA, WH Yela, 妨 也 指数 式 地 趋 于 零 . 通过 
半 范 数 之 间 的 基本 插值 ， 易 证 区 数 yz, OE |w|—>0o AY 
FS. | 

研究 函数 册 (z, DE olo 时 的 行为 要 稍微 困难 些 ， 册 
于 p 满 忆 方程 (2.2.5)， 可 知 假定 p 含有 有 不 趋 于 零 的 项 ， 那 末 
这 样 的 项 将 随 着 |z| 一 ce 面 指数 式 地 增长 ， 然 而 这 种 项 在 函数 
pla, 中 的 存在 与 小 (z, 小 在 12; 一 :2 时 的 行为 是 矛盾 的 于 
是 可 得 结论 :由 (zw, t) 在 [wi moo 时 也 趋 于 零 . 

至 此 ， 容 易 证 明 方 程 (2.2.12) 右边 的 所 有 项 在 2 +00 时 
MALS, te 

这 就 证 明了 只 要 ule, t) Be 2.2.1 中 所 述 条 件 , i 一 0 
时 的 任何 离散 特征 值 和 = -- 公 对 于 所 有 t>0 仍 是 特征 值 ; 最 
后 我 们 还 必须 证 明 在 某 一 1=to>0 时 不 会 产生 新 的 特征 值 ， 假 
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定 不 是 这 样 ， 即 在 t 一 加 时 存在 特征 值 和 一 一 os 关 一 及 n= 1, 

…, 六 7， 那 末 根 据 前 面 的 分 析 ， 又 将 有 一 个 连续 族 和 =X(， 
M A) 一 一 03, 并 且 X() 是 可 微 函数 ,一 0、 然 而 根据 第 四 章 
的 理论 ,我 们 知道 如 果 产 生 一 个 特征 值 的 话 , 它 一 定 是 从 最 初 一 
个 引出 的 , 这 与 上 面 给 出 的 推理 结果 相 矛 盾 . 


”$62.3 散射 量 的 演化 


2.8.1 特征 函数 的 演化 

引 理 2.2.1 不 仅 在 证 明定 理 2.2.1 时 有 用 ， 而 且 在 研究 散 
射 景 的 演化 时 ， 可 以 进一步 引出 有 用 的 结果 ， 我们 注意 到 当 我 
们 考 虚 谱 的 连续 部 分 , 即 当 和 = 如 ,并 且 和 =0 时 , 引 理 仍然 是 成 
立 的 ， 事实 上 ,只 要 回顾 一 下 引 理 的 证 明 , 这 个 论断 就 很 容易 被 
EM. 结合 这 些 结果 ,我 们 有 

5] 理 2.3.1.1 teed u(x, t) Se 2.1 dl rg 


M- 2 A E 
FE SCAR) PE eM SBE EST TE 


[5 - w-a |M-0, 


MRE TE, R 
W,— 2(ut-2A) pa tup =0p+ Dd, (2.8.1.1) 
其 中 对 每 一 个 GABE AEE PBT AY TE y RETAK 
解 ，O 和 刀 在 这 里 是 任意 常数 . 
现在 我 们 来 证 明 D=0， 对 离散 谱 入 = k, 推理 是 初等 的 : 
SEA BE BT BH BNE BK 如 线性 无 关 的 函数 $, 都 
将 包含 在 w->co 时 的 行为 如 同 om*， 在 2> 一 co 时 的 行为 如 同 
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ez 的 一 些 项 ， 而 方程 (2.3.1.1) 左 边 所 有 项 则 在 jz ;一 co 时 都 
HTE. 因此 , BR D=0, 

对 于 谱 的 连续 部 分 和 = 妇 , 证 明 就 复杂 了 点 。 我 们 考虑 方程 
(2.3.1.1) Æ “一 一 co 时 的 情况 . 这 时 (2, 办 的 行为 如 同 eo’, 
TALL BRA, Ro, O 也 是 如 此 ， 要 研究 函数 
(x, 旨 的 行为 , 可 用 与 2.2 中 就 对 应 于 离散 谱 的 特征 函数 所 
述 方 法 此 炎 似 的 一 种 方法 来 进行 ， 于 是 我 们 将 发 现 Yle, t) 在 
2 一 一 co 时 的 行为 也 同 eS RR, 

这 样 , 醉 定 谓 方 程 在 入 = 如 时 的 一 个 与 方程 (2.1.8) 所 定义 
fe PELE RE FESR. HE | ei co 时 将 有 如 下 行为 : 

(Der a> bool, 

$ R ` g-> — ooft, eee 

WR YR (2.8.1.1) 左右 两 边 在 r>- 时 的 行为 , 我 们 得 出 
D=0 

轩 此 我 们 已 证 得 , 如 时 入 是 谱 中 任 一 点 ,对 应 的 特征 函数 就 

满足 

p=204-2N) prt (O te) ep, (2.3.1.3) 
ER Fy RABY LA EPEC BT, HRC 尚未 确定 . 我 
ADH EL CME TT Ay ESE RO A EOR D BY EE A A AY. 

在 下 面 两 个 分 节 中 ,我 们 假定 当 aloo Bt, uw, t) AL 
ulz, t) 在 任何 紧 时 间 区 间 上 对 t i RATE. 

2.3.2 正规 化 系数 Cut) 的 演化 

设 入 = 一 让 是 离散 谱 中 的 一 点 。， 特征 函数 由 下 式 正 规 化 : 

| wide = 1, (2.3.2.1) 


这 一 要 求 将 可 确定 特征 函数 的 演化 方程 (2.3.1.8) 中 的 系数 0. 
我 们 将 方程 (3.3.1.3) 乘 上 函数 Y, HM ORD. TRA 
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Ae 


raf ao] [2+ 20) dads 
| —ugh*}de-+0{” yda, (2.3.2.2) 
由 此 可 以 证 明 
[7 _[2@u-+22) da ua 0, (2.3.2.3) 
这 是 一 个 有 趣 的 练习 ,我 们 把 它 留 给 恋 者 . 
利用 方程 (2.3.2.1) ,可 得 


O=0. (2.3.2.4) 
这 样 ， 对 应 于 离散 特征 值 和 = kon 的 一 个 特征 函数 的 演化 方程 
就 完全 确定 了 , 它 是 
p= 2(u— ki) pa- Uap., (2.3.2.5) 
为 了 研究 woo BTN TT, RATS BE RK w, t): 
wa, t) =e" (ys, t), (2.3.2.6) 
已 知 
lim w(z, #) =C,(¢), (2.3.2.7) 
而 且 , 从 第 四 章 的 分 析 可 知 
lim w; (a, t) =0, (2.3.2.8) 


极限 (2.3.2.7) 和 (2.3.2.8) 在 位 势 w(z, 为 满足 基本 条 件 
(2.1.2) HALT RK apy xy t yi By. 
将 方程 (2.3.2.6) 中 的 wa, NS EWER 2.3.2.4), 1 
w= 44kw +2 (u— 2k) ws — (kutus w, (2.3.2.9) 
HET BS AY E C A AE EE R 译 者 )， 我 们 可 
得 出 


wla, t) (x, Oe 
+f oi olule, t) 28 uals, P) 
3 
— [2ksu(x, C) 十 zz tla, tdt, (2.3.2.10) 
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当 eoo 时 ， 上 式 积 分 号 后 面 大 括号 中 的 表达 式 对 而 言 一 臻 
地 趋 于 零 ， 因 此 , 将 方程 42.3.2.10) 两 边 取 极 限 , 我们 可 以 交换 
积分 和 极限 过 程 , 得 到 


lim w(a, t) =C,(t) = limw(a, 0) es 
一 oo 了 一 oo 


0,0) (3,30: 74) 
由 此 ,我 们 建立 了 
定理 2.3.1 BAH wie, 人 满足 定理 2.2. 工 的 条 件 ,并 且 
lim xx(z， = Jim wa 4, t)=0 


Iyi 


a oa 而 i A 1, Nit A= — ky 是 任 


ry wr, t)dr=1 


正规 化 ， 那 由 
C,(t) = lim ey (x, t) 


定义 的 正规 化 系数 Cn(t) 可 从 下 式 得 刘 : 


On (t) =C, (0) et, 

2.3.3 反射 系数 5b(k, t) RL 

DEER AG BR N= hPL HARE Be Cw, DRETA 
描述 ; 

l Wy, = 2 (ut 2h") et (C — u), (2.3.3.1) 
w->co 时 的 行为 的 分 析 比 在 上 一 节 中 要 复杂 一点。 因此 ， 我 们 
先 通 过 简单 的 、 启 发 式 的 但 比较 不 严格 的 论证 来 得 出 正确 的 结 
果 , 然 后 再 对 结果 进行 证 明 . 

当 woo 时 ,我 们 用 方程 

Wi, = 4p. +O (2.3.3.2) 
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WINPE (2.3.3.1), RA, J pæ, DENKT AH 
UAN be", 


2 . 5 (2.3.3.8) 
p ~ cy fen ikx y. Demz] 
代入 上 式 , 得 
bie™ = (4ik3 +0) be + (—4¢h®+0)e*, (2.3.3.4) 


第 一 个 结论 是 


C 一 和 12， (2.3.3.5) 
”从 而 有 
b,=8ik*D, (2.3.3.6) 
由 此 得 
b(k, t) =b(k, 0) ev (2.3.3.7) 


为 了 用 严格 的 分 析 重 新 得 到 这 个 结果 ,我 们 记 
plm, t) =e ™ yw (yp, t) tew (v, t). (2.3.8.8) 
已 知 ” - | 

lim w® (x, t) =1, 

(2.3.3.9) 
. lim w (a, t)=b(k, t). 

而 且 ， 从 第 四 章 的 分 析 ， 有 | 
lim Ws (z, t) =lim us (a, t) =0. @ 3.3. 0) 


(2.8.8.9) 和 (273.3.10) HBF BREE Ue, 1) WR Ate 
(2.1.2) 的 紧 区 间 内 对 t 而 言 都 是 一 致 的 . 

我 们 将 分 解 式 (2.3.3.8) 引进 演化 方程 (2.3,3.1)， 适 当 整 
m, PLAT o, ERRA t 积分 . 这 些 运算 的 结果 和 如下， 


w(x, wy, 0) + (4 of wat! 
th [—2(u-+2 08) wi? + (ikutu) wD] 
二 i) — ww, 0) 
i++O) wat" 


二 | (-2(u4-2i)ui? 
+ (-—2tkutu,)w] dt}, 
我 们 注意 到 ， 当 aco 时 上 式 左 边 的 极限 存在 ， 但 是 右边 
葛 极 限 一 般 是 不 存在 的 , 除非 大 括号 里 面部 分 的 极限 (这 极限 是 
FERRER. 
取 极 限 ,并 与 上 节 相 似 地 论证 ,我 们 得 到 


lim {wP (x, t) — wd (a, 0) 


+ (44k? 0) wat} =0, (2.3.3.1) 


lim {u'? (a, 1) -w™ (a, 0) 


— (4ik? 4- of wdi'}=0. (2.3.3.12) 

从 方程 (2.3.3.11), 并 利用 (2.3.3.9) 的 第 一 式 , 得 
4k? ~O=0, (2.3.8. 18) 

从 方程 (2.3.3.12), 并 利用 (2.3.3.9) 的 第 二 式 , 得 
b(k, t) =b(k, 0) +848 {" bC, dt, (2.3.3.14) 


这 方程 等 价 于 从 启发 式 论证 得 到 的 微分 方程 2.3.3.6). 

于 是 我 们 建立 了 

定理 2.3.2 RH ue, t) WEER 23. 1H, 并 设 
A= 2 ERR HESA MENAK Oe, OFA, 
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b(k, t)=b(k, Oo. 


§2.4 关于 逆 散 射 变换 求解 法 的 总 结 和 讨论 


汇集 前 面 几 节 的 主要 结果 (暂时 略 去 各 项 条 件 , 稍 后 再 来 讨 
3), 可 得 如 下 的 数学 结构 : 
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我 们 考察 确定 KdV 方程 
Us — Getty + zss=0, CE (—00, 00), t>0 (2.4.1) 
RR us, DMB ul, DRAA EH 
u(x, 0) =w (s), (2.4.2) 
与 此 相关 , FRET 
Vzs— {Uw, t) —Av=0, wE(—o0, œ), (2.4.3) 
当 t=0 时, 我们 可 以 计算 方程 的 谱 , 它 由 有 限 个 (可 能 是 零 个 ) 
离散 特征 植 X= 一 村 和 一 个 连续 部 分 和 = 及 组 威 ， 我们 还 可 以 
进一步 计算 正规 化 系数 Cs(0) 和 有 反射 系数 OC, 0), 这 些 系 数 的 
定义 见 §2.1. 
根据 定理 2.2.1 谱 对 时 间 不 变 , 而 由 定理 2.3.1 和 和 
2.3.2, FC. (t) Mb (k, 力 的 演化 规律 如 下 : 
Cs 一 Co(0)e”， (2.4.4) 
. b(k, t)=b(k, 0)", 
从 任何 巡 >0 时 的 散射 量 ， 通 过 解 逆 散 射 问题 ， 可 以 重新 获 
得 薛 定 谓 方程 的 位 势 ， 为 了 这 一 目的 ,我 们 引进 函数 


BGA) = EAGM 
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K (æ, y; t) +B(z+y; t) 


+L" ba, Dorae 2.4.5) 


+{ BG+yi)KE (a, ni)de=0, (2.4.6) 
在 这 方程 中 , o 和 + 是 参数 . 
由 公式 
ww d= -22 EG md, AD 


我 们 即 得 KdV 方程 初 值 问 题 的 解 . 

我 们 注意 到 ， 通 过 这 一 方法 ， 原 来 属于 非 线 性 偏 微 分 方程 
(2.4.1) 的 问题 被 转变 成 了 解 一 个 一 维 线性 积分 方程 的 问题 . 

概括 如 上 的 加 德 纳 -格林 -到 和 鲁 斯 卡尔 - 缪 拉 的 求解 步 了 又 ， 
和 源 出 本 GGKM 的 发 现 的 进一步 发 展 ， 通 常 称 做 逆 散 射 变换 : 
法 . 、 
现在 我 们 总 结 一 下 在 前 述 分 析 的 各 个 步骤 中 引进 的 条 件 . 
关于 散射 问题 的 理论 ,根据 条 件 (2.1.2) 我 们 要 求 ; 

人 Ga， t) |dr<0, k=0, 1, 2. 


关于 谱 的 不 变性 ， 我 们 要 求 这 样 的 条 件 : 对 于 p=1, 2, 3, 
都 有 = . 
uls, t) 
zz 
在 jzj->co 时 有 界 . 
最 后 , 关于 与 0. 人 的 和 b(k, 的 演化 有 关 的 结果 ,我 们 要 求 
当 |z|->coe 时 : 
ulw, t), Ue(a, t) 
在 任何 紧 时 间 区 间 上 对 t 而 言 一 致 地 赵 于 零 . 
因此 ， 这 理论 存 解 w(z, 满足 上 述 条 件 的 时 间 区 间 
$C [0, T] 内 是 一 致 的 ， 但 是 我 们 可 以 对 初 值 w(z) 加 上 一 些 合 
适 的 衰减 条 件 , 来 先 验 地 保证 这 种 一 致 ， 这 是 科恩 (1979) 的 说 
法 . 我 们 从 这 篇 论文 (以 及 论文 附录 中 所 加 的 修正 ) 引 用 下 列 结 
果 . 
假定 w(z) 在 % 空间 上 三 次 连续 可 微 ， 并 具有 分 段 连续 的 
四 阶 导数 ， 同 时 假定 当 |z|->ce 时 
34 O(a), j<4, (2.4.8) 
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其 中 o>y,y 是 即将 在 后 面 定 值 的 一 个 数 ， 
Rg 是 任何 正 数 时 ， 符号 [让 表示 严格 小 于 的 最 大 
数 , 而 [0] -0, 

于 是 当 jz|:>eo， 而 t EERLEMRKHAN, 我 们 有 下 
Mi. | 
LODEN O(lel*), je2l ?时 (2.4.9) 
其 中 


o 一 二 9 到 7- [a]. (2.4.10) 


数 y 一 般 地 可 取 作 8, 例外 时 必须 取 ?= 10, 这 个 例外 是 指 具 
有 位 势 w(z) 的 茧 定 谓 方程 在 》 和 一 0 时 有 一 个 非 平凡 有 界 解 的 
情况 . 

从 上 述 估 计 可 以 清楚 地 看 到 ， 只 要 将 a 取得 足够 大 , 就 能 够 
保证 这 理论 在 任意 紧 时 间 区 间 上 的 一 致 性 ， 当 然 , 如 果 w(2) 在 
jojo 时 指数 式 地 衰减 ,或 者 它 是 一 个 具有 KER Hg, [el 
样 不 必 担 心 这 理论 的 一 致 性 . wae 


§2.5 “i AN- 孤 立 子 解 


. 假设 确定 KdV 方程 初始 条 件 的 函数 (2) 使 得 反射 系 
数 5(%, 0) 为 零 .， 则 从 定理 2.3:.2， 反 射 系数 2 (2 从 在 一 切 时 
刻 都 等 于 零 ,而 且 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 积 分 方程 变 成 具有 退化 核 的 
方程. 在 讨论 这 种 情况 下 的 解 之 前 ， ADRS TEM SRK 
射 位 势 wo(w) 的 大 族 . 

IRR TA KAV FR CA 我 们 来 加 (和 
(1.2. 15)) FA: 
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uls, t) =U (a—ot} = -= osech" [Sve @-ct+a) |, 


; (2.5.17 
沿 = 轴 作 一 简单 平移 后 , 得 KdV 方程 的 初始 条 件 : 
Up (w) = -4 c sech? [5 Vox, (2.5.2). 
Sit BE BT 
. l Ta + 入 c sech? (fVex)+a} v=0, (2.5.3) 
用 变换 
Z= T (2.5.4) 
消 掉 自 由 参数 cP BEY BEE) , 得 ; 
2 + {2yech3z + ).}v =-0, (2.5.5): 
其 中 ima, 
Fy (2.5.5) W UEB T BLA oa RHETT Pl, EB 
BA SL AK A RF EL (1953) ) . 
方程 (2.5.5) 只 有 一 个 离散 特征 值 
和 一 一 二 (2.5.6) 
这 时 反射 系数 是 零 . 、 
回 到 方程 (2.5.8)》 ,我 们 看 到 当 cE (0, oo0) 时 有 一 个 单 参数 - 
的 无 反射 位 势 族 , 它 的 对 应 离散 特征 值 是 
d= ——. (2.5.7) 


4 
现在 ,我 们 利用 戴 夫 特 和 特 鲁 博 维 蒋 (1979) 的 结果 , 将 无 反 
射 位 势 族 迅 速 扩 展 。 这 结果 可 按 我 们 的 目的 重新 表述 如 下 ; 
引 理 2.5.1 《增加 一 个 离散 特征 值 ) 
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TL RK qn (o) PERE EIS TB 


. 0 òè ò s o 


Pr- (gr-a)v=0 


AN ene A 


A= — kz, n=1, PTR N, 
kati kn >O 对 一 切 么 成立; 


Lie AW 
B>ky>0 
的 任何 数 . 对 于 任何 这 样 的 B, 可 以 构造 两 数 qx+1(2)， 使 
| (qr v=0 
有 V+1 个 离散 特征 值 
Am ham —ki, n=l, +, N, 
Avsa — A’; 


而 且 , 如 果 与 gw 相关 的 反射 系数 是 零 , 那 末 与 guer 相关 的 反射 


功夫 特 和 特 鲁 博 维 蒋 \(1979) 所 给 出 的 证 明 是 构造 性 的 .出 
化 得 | 
推论 PEN TEAT, TARERE ENA 


e è > 0 ù + ù a ò o è ù ù ù k o ù @ o o @ 


eo 8 > d @ e @ @ è è © è ò @ #8 @ 


TERRE N RMT 2M RT, 
从 方程 (2.4: 国 、 (2.4.6) 和 (2.4.7), 并 且 为 了 记号 简洁 而 不 考 
虚 与 时 间 的 关系 ,我 们 有 


K (æ, + Soret 
+)" Soe mek (z, t)dz=0, (2.5.8) 
3 Nm 
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ula) = -2 -ŽK (z, z). (2.5.9) . 
方程 (2.5.8) 可 以 写 帮 
K (a, y) + ROAA) =0,. 《2:5.:10) 


Vet 

at 
一 

=i: 
一 


$2) = f eK (æ, z)dz, 
将 方程 (2.5.10) 乘 上 oo” 并 进行 积分 ， 得 到 在 m=1, 2, 
> N WRR FA: 


qm (a) + So — erate femte + pi (2) } =0, 


Kn E 

7 (2.5.11) 

(2.5.11) BRF RA ERM fr, do, mete gy 的 一 组 六 个 线性 

代数 方程 ， 它 可 用 标准 方法 求解 。 将 它 的 解 代入 (2.5.10)， 并 

计算 (2.5.9)， 引得 最 后 结果 . 从 GGKM(1979) 可 以 找到 关于 
这 结果 的 一 个 漂亮 的 最 终 公 式 的 证 明 , 这 公式 是 : 


u=—2 2; log {det (T+0)}, ‘(2.5.12) 
其 中 工 是 单位 矩阵 ， Com Ee 给 出 的 矩阵 ; 
Ca[Cp Ope Le e` iarta, (2.5.13) 


ARR ERER TATA A AEE H, RRN 
待 着 孤立 子 会 出 现 ， 要 进行 这 方面 的 分 析 ， 必 须 重新 引入 由 
《24:4) 给 出 的 系数 On 随时 间 的 演化 ,并 在 移动 坐标 系 
Z 一 一 Ci c>0 (2.5:14) 
中 来 研究 解 (2.5.12) . 
我 们 在 下 一 节 中 ， 将 较 详细 地 反 N=2 的 情况 作为 一 个 练 
汉 来 研究 。 对 一 般 情 况 ,我 们 现在 概括 地 提 一 下 GGRM (1974) 
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经 过 相当 复杂 的 分 析 所 得 到 的 一 些 结果 ， 新 哈 罗 夫 (i971) 和 
达 三 = 树 和 户 a 1 (4072) 以 及 田 中 (1972) 也 得 到 了 类 似 的 结果 。 
ig 
u(z+-ct, t)=u(z, t), (2.5.15) 
omit, n=l, e, N (2.5.16) 
的 情况 . 
en sh 对 于 在 任何 紧 区 间 [ 一 雯 ， RY 
T, A š ' 
“imag, }) “2p sech*(k,(Z—€,)1, B. a) 
其 中 & 是 一 个 可 以 明确 计算 的 数 ， 而 且 当 
25:18) 
时 ， 有 


lim ù, t) =0. .5 
因此 二 个 使 得 薛 定 刘 方程 有 EE, k 
-— k? 的 无 反射 位 势 ， 在 全 时 将 出 现 1 PL, MXF 


的 速度 是 
c= 4h2 


TR $e (2.5.12) 给 出 的 w(z; 9 在 人 ?一 oo 时 的 行为 
GGKM (1974) RWY c= 4h? BY A mt 
lim u(z, t) = —2k? soch*h; (a ~ zy, “th 5. a 


其 中 水 又 是 可 明确 计算 的 数 . 
4 oe 4k? 时 ,有 ne 
‘iim i, y) =0, (2. 5. 21) 
这 个 结果 充分 证 实 了 & 1. 3 LG AEE RI 
i 


— 8) ee 6 A ae ee. GN Ce el ee a eS 


大 正 值 时 ， TEAR T 并 且 没 有 改变 形状 .碰撞 的 结果 


e © e òo o o ù» ù ò> ò ù è> 9 
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我 们 用 GGKM (1974) 给 出 的 一 个 有 趣 的 表示 式 来 结束 本 


引 理 2.5.2 如 果 w 是 无 反射 位 势 , 那 末 


J E 


"HERNA, 我 们 回 到 基本 方程 (2， 5.9). (2.5.11), 利用 


关系 
pn (x) = On {0 +b, (a) }, (2.5.22) 
可 将 这 些 方程 用 不 同 的 形式 来 表达 ， 公 式 (2.5.22) 是 由 第 四 章 
的 理论 导出 的 ， 于 是 我 们 得 
u(2) =2 X Cn fo Fa (2), (2.5.28) 


”而 县 ,从 (2.5.11), 当 m=1, 2, =, NW 时 ,有 
Op E = tn (2) 4- Omen” 


“ 2 kn Ca- e yn (a), (2.5.24) 
公式 (2. 5.28) 可 以 改写 为 
uw=2(— A+B), 
a2 Don kine "tm, (2.5.25) 


B= > C i to SS He 
we 5. MRE be m FERAL, 得 
A= >» joy， 


NN 
TAA SE ne The pm. (2.5.26) 


»* Z0 o 


ire, se: Se 并 求 和 ,得 
B= $ Yn She 


m=) 


a ETA (Kn Km) 2 
下 


将 (2.5.24) 微 分 , 乘 上 一 并 求 和 ， 由 所 
系 ,这 就 是 


Aa 2 B49 > > 天 
, okne enti (2.5.28) 
Fil FA (2.5.28) 消去 (2.5.26) 中 的 二 重 和 式 , 结果 是 
(4-B) = Shih, (2.5.29) 


由 此 可 证 得 引 理 . 
注 引 理 2.5.2 中 的 表示 公式 可 以 推广 到 具有 非 零 反射 系 
数 的 一 类 位 势 中 去 .假定 kol EL 空间 ,我 们 有 
ú=- > es kb" (k) Yidk, (2.5.30) 
其 中 b°(k) =b(—k), 
这 个 结果 的 证 明 可 在 戴 夫 特 和 特 鲁 博 维 茨 (1979) 中 找到 。 


§2.6 # 2- Muth: 一 个 练习 


RDE 
j Up (a) = — 6 sech*z _ (2.6.1) 
作为 KdV 方程 的 初始 条 件 来 考虑 ， 这 是 一 个 无 反射 位 势 ,具有 
两 个 离散 特征 值 
Xi 一 —1, Ag= — 4, (2.6.2) 


这 时 用 逆 散 射 变换 法 (GGKM (1974) ) 求 得 的 KdV 方程 的 解 是 
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3+-4 cosh (2x -— 8t) + cosh (4x — 64t) (2.6.8) 
{3 cosh (x — 28t) +cosh (83s — 36t) `> 

MRRES 2.5 WHER, HP PM SN (2.6.3) F HK 
有 和 孤立 了 出现， 似乎 不 大 可 能 . 这 就 是 我 们 为 什么 要 提出 一 个 
钥 碑 进行 渐 近 分 析 的 练习 的 原因 ， 引 进 移动 坐标 


ulv, t)=—12 


T=% ctt to, (2.6.4) 
并 记 
u(at+ct—%, t)=u(z, t). 
M (2.6.3), 44 
gapi IG, )=-125, (2.6.5) 
其 中 


A=3+4cosh[2(a- zo) + (2¢e—8)t] 
+ cosh [4 (a — a) + (4c-- 64) ¢], 
B= {8 cosh[ (a@— 2) + (e— 28) é] 
十 ecosh[3(z 一 xzo) + (Be— 86) #]}?, 
我 们 就 一 切 cE (0, ce) 来 考察 4 Al B E to Foo 时 的 行 


(2.6.6) 


函数 4 和 B 都 具有 如 下 的 结构 ， 
sae. 

我 们 在 附 图 上 已 经 标 出 4 和 B 中 对 渐 近 分 析 来 说 是 重要 的 那 
些 指数 ， 读 者 应 该 证 明 , 对 -- 切 。 来 说 ,不 包括 在 图 中 的 那些 指 
数 ,都 由 图 中 某 个 指数 控制 着 , 就 是 说 附 图 是 进行 分 析 的 关键 . 

由 此 可 知 ,如 果 e 尖 4 c 关 16, 则 对 所 有 6 KR, B 中 有 一 个 
指数 函数 控制 着 4 中 的 一 切 指数 区 数 ， 因 此 

Jim u (2, t) =0, 4c#4, c# 16H, (2.6.7) 


现在 取 
经 过 直接 分 析 , 得 


sa 32 s 


c=4, (2.6.8) 


pc) 


， 一 一 .一 .一 .一 一 表示 A 中 的 指数 
一 一 一 一 一 一 表示 B 中 的 指数 


人 一 4 下 一 2e) 


-3 
-= -ef 2 geog T PRR . (2.6.9) 


2 
选取 a 
z= In8, (2.6.10) 
我 们 可 以 重新 得 到 孤立 波 的 对 称 公 式 . 
同样 地 ， j 


“y= ar P -3 
lim uls, t) wn ~6{ 3 e7 @-20) +5 gran ? (2.6.11) 


它 在 我 们 选取 


to~ 5 In (2.6.12) 
时 变 成 孤立 波 的 标准 式 . 
对 :c=16, 重复 上 述 分 析 , 得 
Jim u(, t) = — 8 {cosh (2x) }~, (2.6.18) 
其 中 必须 取 
$204 
oF ge pE 4 t—>00 At, 
ae (2.6.14) 
In 8, %4t»-oo fy, 
从 以 上 结果 可 以 看 到 ,所 出 现 的 孤立 波 的 速度 由 下 式 给 出 ; 
e= —4,, Herp 入 一 人 Al， 或 A= Àa, (2.6.15) 


§2.7 孤立 子 速度 与 特征 值 之 间 的 关系 


在 82.5 和 8$2.6 中 ,我 们 曾经 就 纯 YY- 孤立 子 的 情形 , 通过 
对 显 式 解 的 分 析 ， 建 立 了 所 出 现 的 孤立 波 的 速度 与 薛 定 请 方程 
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离散 特征 值 之 间 的 一 个 关系 ， 实 际 上 ， 这 个 关系 在 更 一 般 情况 
下 ， 即 当 KaV 方 程 的 解 不 是 对 应 薛 定 刘 方 程 的 无 反射 位 势 时 ， 
也 是 成 立 的 。 这 个 结果 相当 重要 ， 是 拉克 斯 (1968) 得 出 的 .我 
们 把 它 表述 如 下 ; 

| PRETI: uto, DÆ KAV 方程 的 一 THIEN, £ 


. è>» è> @ è ò ò% òè @ ò ò — @ e o ò ss «@ 


lim u(z+ct—ao, t) =U (z, e) 
xt |z| <X 一 致 地 成 立 ， 这 里 之 是 任意 数 ， U (z, c) 是 KdV 方 


程 的 一 个 以 速度 行进 的 板 立 波 解 ， 绪 未 必 有 有 
c= —4),, 
其 中 A 是 特征 值 问 是 
Vez —[u(#, t)- Ajvu=0 
WAREN. | 
~ 定理 的 注释 
为 了 变换 到 移动 坐标 , 引入 
T=%— Cctv, (2.7.1) 
a u(zt+ct—a, t) =U (a; ene t). (2.7.2) 
ee ee ; 
— {U (@;c) +w(a, t) —A}o=0, (2.7.3) 
另 一 方面 ， TOn 
r- — {u(z;c) — A} =0, (2.7.4) 
我 们 从 $ 2.5 知道 有 一 个 离散 特征 信 
We- e, (2.7.5) 


如 果 给 定 条 件 是 当 ->co 时 w(z, 1) ERA a hb — Be 


趋 于 0， 定理 的 证 明 就 成 了 谱 微 扰 分 析 中 一 个 初等 的 练习 ， 但 
是 情况 并 非 如 此 ， 当 too 时 ,w(z, ) 只 有 在 紧 区 间 上 才 趋 于 
零 ,因为 在 7 轴 上 相隔 距离 较 长 时 可 能 产 牛 其 他 孤立 波 ,所 以 这 
种 收敛 性 质 不 能 扩大 到 整个 轴 上 . 下 是 这 样 的 情况 , 使 得 定理 
的 证 明 不 那么 容易 .我 们 将 分 几 步 来 进行 ， 每 一 步 都 有 它 本 身 
的 意义 . 
引 理 2.7.1 
— {U (z — ct) —r}v=0, 
其 中 器 (sz 一 ct) 是 Kay 方程 的 一 个 了 立波 . 这 时 ， 


ee 


是 一 个 特征 值 
y=0{-U) 

是 对 应 的 特征 本 数 ，C 是 一 个 正规 化 常数 

引 理 2.7.1 的 证 明 关于 特征 值 的 断言 ， 已 在 $2.5 中 用 
关于 品 HBRAKTRESARH BABRERT. 我 们 还 可 
以 不 用 这 些 显 式 结果 , 而 代 之 以 § 1.2 中 定义 的 品 的 一 些 关系 ， 
来 证 明 这 个 引 理 . 

RA c=2—ct 后 ,计算 
A FA (1.2.12) #1 (1.2.18), E m=n=0, 得 


1 1 a 1 
= bam ental -0-30 |, @.7.7) 
最 后 得 ， | 
1 ipa- UE -ap = (-0) (A+ Ze), (2-7.8) 
BA, M A=- on, YW LA BI, ATS] AE. 


为 了 表示 上 的 便利 ,我 们 引进 以 由 … 
. permi era } 
定 义 的 LAR) 空间 中 笛子 集 为 域 的 算 子 Ia W Lo 如 下 
Lo- Ss [U0 (2) +wl, AJ», (2.7.9) 


L 


(2.7.10) 


其 中 口 (z) 仍 是 KAV 方程 的 孤立 波 ， 我 们 将 证 明 

” 引 理 2.7:2 Bula, ) 和 定理 2.7.1 中 规定 的 一 样 ,使 函数 
, w(ē, t) = u (z: tct— To, i). -U E) J 
对 任何 数 X EN, 都 满足 


lim wē, t) =0, |x| Can, | 
又 设 Y EFE 2.7.1 中 给 出 的 实 正规 化 特征 函数 ,对 应 于 


Sy Saba ae ia 
fo AEE 那 末 : 

| Let rb] <3) (WL, 
这 里 上 "| 是 空间 LR) 的 范 数 ，5 (的 是 正 的 连续 函数 , 它 满足 


» a è + @ ò » 


i lim ð (t) = =0, 
” 引 理 2.7.2 的 证 明 
BAH, n 
[tA = upe S PEE, (2.7.1) 
:我 们 记 
A [wire 、 
+ 上 | oa 全 uP [Y] a7, 
mA (2.7.12) 
“ee 37o 


考察 上 式 右 边 的 第 一 个 积分 ， 由 初等 估计 ,我 们 有 


f PEIB, d, (2.7.18) 
其 中 | | 
B(X, t) = max u(r, Ò, (2,7.14) 
于 是 得 lim B(X, t)=0, 对 每 一 外 EN， 


根据 渐 近 扩张 定理 ( 艾 克 霍 思 (1979))， 可 知 存 在 一 个 正 单 
调 陆 数 Xo(t), HH 


lim X9(t) =, (2.7.15) 
从 而 使 

lim B(X9(#), #) =0, (2.7.16) 
这 样 ,我 们 可 得 


上 wa [ya BOX), t) |b)? 
+f wll wipo az, 
Xeít) 一 co 
(2.7.17) 


按照 由 引 理 2.7.1 得 到 的 特征 函数 Wo BR, 当 | 2] 充分 
大 时 ,存在 一 个 常数 4, 使 


[Ae (2.7.18) 
同时 , ?2 一 致 有 界 ， 这些 事实 导致 


上 w (yp?) deB (X(t), t) | pei?+ Ce-2 XO, 


(2.7.19) 
其 中 CO 是 一 个 常数 . 
现在 ， 从 给 定 的 (2. 7.15), (2.7.16) 和 简单 观察 的 结果 
(Yo? =1 
出 发 ,我 们 可 以 导出 


[wa WP, 2.7.20) 
其 中 8 的 是 一 个 正 连续 单调 函数 , 满足 
lim 8 (t) =0, (2.7.21) 
这 就 证 明了 引 理 2.7.2， 下 面 我 们 进行 
定理 2.7.1 的 证 明 
我 们 需要 用 到 谱 理 论 中 的 下 述 基本 事实 (例如 ， 参阅 加 芯 
(1966) ). 
设 工 是 希 尔 伯 特 空间 内 的 一 个 币 定 自 伴 算 子 ， 如 果 入 不 在 
工 的 谱 中 , 那 末 就 存在 一 个 常数 EK, UHRA LSP 
Kv, 都 满足 不 等 式 
[(L+a)oj>K fof, (2.7.22) 
此 外 ,存在 一 个 常数 天 使 不 等 式 (2.7.22) 成 立 ， 是 使 和 不 在 二 
的 谱 中 的 充 要 条 件 ， 
现在 考察 依赖 于 参数 z 的 算 子 L, 假定 我 们 有 上 界 


K<f(:), (2.7.23) 
He f (2) wR . 
lim f (2) =0, (2.7.24) 
于 是 必然 有 
lim dist (à, S(L,)) =0, (2.7.25) 


Heii SCL.) Le WR, (dist, SCL.)) RRIA A B) S (L) E 
离 一 一 译 者 .) 这 是 由 于 这 样 的 事实 ; 4 t= 20 BY, A (2.7.28) 和 
(2.7.24) 可 知 不 存在 满足 \2.7.22) 的 正常 数 K, Am z= 
BY A 必然 在 Le 的 谱 中 ， 

有 了 这 些 准备 之 后 , 我 们 来 证 明定 理 . 假定 (2.7.5) 中 给 出 
的 和 不 在 DL, 的 谱 中 ， 这样 就 将 存在 一 个 常数 K, PE LD, E 
义 域 中 的 一 切 %, 都 有 
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POA >K je, (2.7.26) 
同时 , 由 引 理 2.7.2, RIH LR 
K<58(t), (2.7.27) 
而 lim 6 (4) =0. 因此 
lim dist (3°, S (1)) =0. 


然而 从 定理 2.2.1 可 知 ， 当 AO 是 常数 时 , Dy 的 谱 不 随时 间 
变化. 这 样 ， 我 们 就 遇 到 了 一 个 矛盾 ， 而 必须 认为 X" 在 任何 时 


刻 都 是 谱 中 的 点 ， 因 为 X= -F e 是 负 值 ,所 以 是 五 的 一 个 


离散 特征 值 ,于 是 定理 2.7.1 得 证 . 

我 们 可 以 从 定理 2.7.1 进一步 导出 ; 

推论 PERCE A TH uC, t) 满足 KdV 方 
程 ， teat N 个 离散 特征 值 ， WARS fe N A% c, 它们 使 下 


ee t) SUE c), 
treo 


换 句 话说 , RE SRST BN N 个 离散 特征 值 相 对 应 的 
任意 初始 条 件 , KAV 方程 至 多 能 出 现 Y 个 孤立 波 . 但 是 ,我 们 
至 今 还 无 法 得 到 人 们 曾经 期 望 的 结论 ， 即 在 任意 初始 条 件 下 出 
现 的 孤立 波 的 数目 等 于 离散 特征 值 的 数目 ， 如 同 8 2.5 所 讨论 
.的 无 反射 位 势 的 情况 一 样 . 


§2.8 任意 初始 条 件 下 孤立 子 的 出 现 
现在 我 们 讨论 一 般 情 况 ， 即 KdV 方程 的 初始 条 件 使 其 定 
Wy BLA N 个 离散 特征 值 的 情况 , BEN 0, 并 且 反 射 系数 
-b(k) #0, AX KAV 方程 的 孤立 波 疝 右 运 动 ,而 色散 波 向 左 运 
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动 , 并 且 振幅 大 的 孤立 波 运动 得 快 ,所 以 人 们 期 待 在 经 过 很 大 时 
间 后 会 出 现 W 个 孤立 子 ,每 个 孤立 子 后 面 跟着 一 条 衰减 的 色散 
波 尾巴 ,这 些 孤 立 子 排 成 一 列 ,最 大 的 一 个 在 前 面 ( 弛 拉 (1976) ) . 
为 证 实 这 个 猜想 人们 进行 了 多 种 努力 ( 塞 格 尔 (1978)， 阿 柏 罗 
维 蒋 和 塞 格 尔 (1977))， 直 到 最 近 , 才 由 艾 克 霍 思 和 薛 尔 (1980) 
给 出 完全 而 严格 的 证 明 . 这 证 明 通 过 比较 简单 的 抽象 分 析 来 获 
得 , 并 利用 大 量 严 格 而 明确 的 计算 和 估计 来 加 以 补充 ， 我 们 将 
在 本 节 中 阐述 这 一 证 法 ， 其 中 技术 性 的 细节 常常 要 引证 上 述 文 
献 , 这 文献 今后 简称 ES, 

2.8.1 问题 的 表述 

我 们 将 使 用 一 个 在 形式 上 稍 有 不 同 的 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方 
程 . 在 82.1 中 曾 给 出 方程 的 标准 形式 , 将 变量 变换 

y=2y* +a, z=22* +% (2.8.1.1) 
引进 这 标准 形式 , 经 过 一 些 简便 运算 , 并 在 最 后 省 略 变量 上 的 星 
号 ,我 们 可 得 方程 
Bly; z, t)+Q(a+y; t) 


+F Q(at+y+2; t) Bz v, t)dz=0, (2.8.1.2) 


Hd y>O, 
ACE; t) =a (E; t) +9. (E; t), (2.8.1.8) © 
QE, ) = 2 BO), O<hy<++<hy, (2.8.1.4) 
AE t) -1f 4, Nedk, (2.8.1.5) 
b(k, t) = bo (k) e, (2.8.1.6) 
O; C) =C, (0) e**. (2.8.1.7) 


未 知 量 8(y; o, 为 是 变量 4 的 函数 ; 在 积分 方程 (2.8.1.2) 中 ,2 
和 t 是 参数 ，KdV 方程 的 解 由 下 式 给 出 : 
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ulz, t) =~ -Z B0; s, i). (2.8.1.8) 


我 们 用 如 下 定义 的 参数 x, t 空间 中 的 移动 坐标 
X=%— 4ct, ye ENR, (2.8.1.9) 

来 研究 方程 (2.8.1.2) 的 解 ,特别 地 ,我 们 研究 当时 间 t 很 大 ，z 
限制 在 任意 紧 区 间 |1|<M, M 与 t 无 关 时 的 行为 ， 对 于 每 一 
个 c=hh, 我 们 希望 看 到 一 个 孤立 子 出 现 . 

现在 我 们 把 这 问题 抽象 地 表述 如 下 : 

设 六 是 实 连续 函数 的 巴 拿 赫 空间 ， 它 对 yE (0, ) 有 界 ， 
并 以 上 确 界 作为 范 数 . 

对 每 一 个 gE 六 ,定义 如 下 上 映射; 


(Tag) (y) = | ose+o+s bg(z)dz， (2.8.1.10) 


(Teg) (y) = | O.(a+-y +5; 1) 9(6)de, (2.8.1.1) 


Te BREV DV HRH T. 将 在 下 一 分 节 中 研究 . 
因此 我 们 的 问题 是 寻找 一 个 元 素 BEV, 使 得 


(I+Ta) B+T.B=—0, (2.8.1.12) 
Q = Qa + R, (2.8.1.18) 
其 中 工 是 恒 等 映射 . 
由 于 方程 l 
(I+24) Ba= — Ra (2.8.1.14) 


的 解 B4 将 产生 KdV 方程 的 纯 N- 孤立 子 解 ， 我 们 打算 把 整个 
:向 题 作 为 纯 W- 孤 立 子 情况 的 微 扰 来 研究 . 

2.8.2 ,和 T, 的 分 析 

我 们 考察 g 
O, (z+ hc + yt) ~ 二 | bo (F) KENND dk (2.8.2.1) 


BR, Mt BK, |T| <M R, 0 是 一 个 振荡 积分 ,并 且 在 too 
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HATS. CHAAR DO MANAK, HM KdV 
方程 的 初始 条 件 确定 . 
给 5o(%) 加 上 适当 的 条 件 ,可 以 导出 下 面 类 型 的 估计 : 
|2,(@ + 407+; t) |<F (Yo), (2.8.2.2) 
FLAP, 4trook, o()-0, WHE |2| <MHREF, 
FYE y MEAR, TIR. 
举例 来 说 ,假定 bok) 在 0 和 Im (k) <e 内 是 解析 的 ,这 里 8 
是 任意 小 正 数 , 并 且 当 | 好 ->ce BY, bok) =0 (k) FE ERR ARM 
内 一 致 地 成 立 ， 那 末 
PAESI (2.8.2.3) 
其 中 Y 和 a 是 正常 数 . 证 明 可 作为 复 平面 中 的 一 个 练习 ， 已 在 
ES 中 给 出 ， 
O BĚH, 如 果 我 们 假定 bok) 可 微 的 次 数 了 之 2, 并 且 它 连同 
它 的 导数 一 起 满足 适当 的 可 积 性 和 当 |k 时 的 衰减 条 件 ， 
那 末 基本 上 利用 分 部 积分 法 , 就 可 得 (2.8.2.2) 类 型 的 估计 .这 
时 衰减 因子 ot) 是 代数 因子 . 


最 后 , 可 以 得 到 关于 导数 Be 的 非常 类 似 的 估计 ， 这 在 后 


面 的 分 析 中 是 有 用 的 . 关于 这 些 估计 的 技术 细节 ， 读 者 可 以 查 
fa ES, 


从 结果 (2.8.2.2) 和 实例 (2.8.2.3)， Pes 
在 移动 坐标 中 , 有 


- (Tg) (9) -f Q,(a@+4e%t+y+2;t)g(2dz, (2.8.2.4) 


ITol<igh sup | a. @+4ore+y+4; t) ld 


YEO, oo 
<lylol) sup |” Fy+s)de, (2.8.2.5) 
VEO, 00) 0 . 
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于 是 最 后 得 

[T.g!<Ao(t) lgl, (2.8.2.6) 
其 中 4 是 一 个 常数 。 对 于 (2.8.2.8) 中 给 出 的 解析 情况 ， 可 明 
显 地 表达 为 

Irgls Z eo lg), (2.8.2.7) 


XH, REH T TV BV AY i oe RH, MERI 
|I| <M 时 ,了 。 的 范 数 趋 于 有 零 . 
2.8.3 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方程 的 解 


我 们 考察 
(1+T4) B= —(Q+T.B), (2.8.3.1) 
BF T+Toa 代表 具有 退化 核 的 积分 方程 ， 因 此 方程 
(I+T)g=f, gEV, FEV (2.8.3.2) 


的 解 可 以 明确 地 研究 ， 在 ES 中 ， 通 过 线性 代数 方面 的 一 个 扩 
展 的 练习 和 对 too 时 极限 的 分 析 , 证 明了 逆 算 子 代 十 To 确实 
作为 VY 到 VV 的 映射 而 存在 ,并 且 在 |?|<<MM 的 条 件 下 , too 
RY, MITT — RAF. 
eS RB, 我们 记 
(I4-T,)1=S, (2.8.3.8) 
[S| <a, 4 tE (0, œ), |E] <M Bt. (2.8.3.4) 
这 样 ,我 们 可 以 “倒转 ”(2.8.3.1), 得 到 方程 


于 是 有 


B= --SQ-ST.B, (2.8.3.5) 
现在 来 考察 由 下 式 定义 的 映射 7， | 
- Fo=f—ST.g, f, 9EV. (2.8.3.6) 
y (2.8.3.4) A (2.8.2.0 AHER, RINA 
ISTAS | Si eTe <Aao(é), (2.8.3.7) 


因此 , 对 足够 大 的 二 我 们 有 |ST。| <1, lat T 是 巴 拿 赫 空间 V 
中 的 收缩 映射 。 由 此 可 知 方程 
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g=f-ST.g, f, gEV :| (2.8.3.8) 
FERI. 并 且 我 们 容易 得 到 解 的 估计 如 下 ， 


lgi + ISTAS + iST,l. Hol: (2.8.3.9 

从 而 有 i | 1gl; ) 

| lgi< TST Si (2.8.3.10) 
2.8.4 解 的 分 解 和 估计 

i a B= Bat- B (2.8.4.1) 

: 2 = Bat- Be, - 0.4.. 

其 中 : 
Ba= —SQz, (2.8.4.2) 


ES 中 给 出 AY) BA WS) BT EBA Baly; XY 二 4c 办 对 于 ti€ [0,00), 
z| <M, ye, eco) 一 致 有 界 。 我 们 已 知 通 过 公式 


Ti, =~ Bal, z+4c%, t), (2.8.4.8) 


Ba 产生 KdV 方程 的 纯 N- ee 将 分 解 式 (2.8.4.1) 引 入 
《2.8.3.5) ,我们 有 方程 


B.+ST B= —SQ,—ST Ba, (2.8.4.4) 
根据 前 一 分 节 的 分 析 , 可 知 存在 唯一 解 6.. 
我 们 对 解 进 行 估计 如 下 ; 
18J< | ST’ - Bel + Sis Q! 十 IST,l e Bel. 
(2.8.4.5) 
利用 (2.8.2.2) (2.8.3.4) H (2.8.3.7), 4 
ag (t) 
Ieis 7 b+ Ail}, 2.8.4.8) 
Hop b= sup F(y). 


SRA A ATER RARE, EERE |I| <M 内 
的 一 切 移动 坐标 < 一 ZX- 4c7t, Vee Ns 中 ,对 于 大 的 二 都 有 


~ lBl=0(0(D)), ae 8.4.7) 
并 且 在 初级 近似 中 ， 有 
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B= —S(Q,4-T Ba) +O(o7(t)), (2.8.4.8) 
我 们 记得 ， 如 果 反 射 系数 bok) FE WH AR BH O<Im (hk) <a, 
8>0 内 是 解析 的 , 那 末 o(t) ~o(e*), a>0, 
遗憾 的 是 工作 还 没有 结束 . KdV 方程 的 解 由 下 式 给 出 : 


uG, t) ia lw, D-2 B.(0*;2+-4c%, t), (2.8.4.9) 
T 


因此 我 们 还 需要 估计 BM cn AR. ATRA eT, 
我 们 回 到 方程 (2.8.4.4), 两边 对 x 微分. 以 一 撒 表 示 导 数 , 可 得 
B.+S8T B= —S{T. (Bet Ba) +Q To8d} 
—S’[T,(Bs+ Ba) +Q]. (2.8.4.10) 
利用 2.8.8 分 节 的 结果 ,我 们 又 可 断定 B 的 唯一 解 是 存在 
的 , 从 而 可 对 它 进行 估计 .正如 2.8.2 分 和 节 中 所 提 到 的 , 估计 人 2， 
并 随即 估计 Te, 都 不 困难 . RINSAA TS B.A Bs 的 估计 ,同时 
明显 的 分 析 证 明 Bs 在 t,yE [0, œ), z <M 时 是 一 致 有 界 的 . 
可 是 , 估计 S 需要 用 到 线性 代数 中 男 一 个 扩展 的 练习 和 对 极限 
行为 的 分 析 , 结果 证 明 S Æ tooo, |x| 入 M 时 一 致 有 界 . 
这 样 我 们 得 到 了 最 后 的 结果 , 这 结果 可 概括 如 下 : 
KdV 方程 的 解 v(z, t) MAE ROBE Wo (x) ( 当 |z|->oo 时 , 初 
值 充 分 快 地 衰减 ， 使 整个 理论 得 以 成 立 ) 演化 而 来 ， 在 移动 
坐标 2=z 十 4c%t 中， 对 任何 c>0 和 任意 紧 区 间 |z|< 腑 ， 当 
too Bf, f uls, t) 由 下 式 给 出 : 
V(Z 十 4c2t t) =ua(T, t) +O(o(t)), (2.8.4.11) 
其 中 uT, 芭 是 纯 W- 孤 立 子 解 ， 是 对 应 于 位 势 m(z) 的 离散 
特征 值 数 ， 当 too 时 ,函数 oH) ATO, o( 的 确切 行为 依赖 
于 反射 系数 bok) KEM, AR bo (k) HEAR IR SR O<Im (k) <e, 
asa>0 中 解析 ,并 且 当 koo 时 , bo(k) =0 (k) HE ELEM HRM 
立 , 那 末 ot) BRAM TS. 
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第 三 章 “ 谱 不 变 位 势 拉克 斯 方法 


设 卫 是 某 一 巴 拿 赫 函数 空间 广 上 的 一 族 闭 算 子 , 并且 具有 

结构 
L=Inh+ M,, 

其 中 Lo BE-ATAT, MERL- KKA ue, OW RH 
子 ,这 里 BH, 

对 任何 固定 的 工 的 谱 是 使 算 子 

; 了 十 入 

对 六 中 所 有 的 元 都 没有 有 界 连 续 逆 的 一 切入 值 的 集合 . 

为 了 术语 的 简单 ， 如 果 对 应 于 v(z， 轴 的 谱 对 时 间 t 不 变 ， 
我 们 就 称 v(o， 信 为 谱 不 变 位 势 .， GGKM 分 析 的 主要 发 现 之 一 
是 具有 适当 衰减 性 质 的 KadV 方程 在 |z|->oo BS A RE BE a BB 
方程 的 谱 不 变 位 势 ， 这 一 发 现 很 自然 地 至 少 导致 下 面 三 个 基本 
问题 

I. 除了 KadV 方程 ， 还 有 没有 其 他 方程 ， 它 们 的 解 也 是 薛 
定 刘 方程 的 谱 不 变 位 势 ? 

IT 除了 薛 定 兽 方程， 还 有 没有 其 他 特征 值 问题 ， 对 于 它 
们 , 可 以 找到 谱 不 变 位 势 作 为 某 个 有 意义 的 演化 方程 的 解 ? ” . 

TH. BM ule, 给 定 一 个 演化 方程 ， 能 否 找 到 一 个 特 
征 值 问题 ,使 (zw, ) 成 为 它 的 谱 不 变 位 势 ? 

了 .拉克 斯 (1968) 肯定 地 回答 了 问题 I， 并 且 发 展 了 一 种 形 
式 系统 ,指出 了 回答 问题 开 的 途径 ; 问题 HI 到 目前 为 止 基本 上 
还 没有 一 种 系统 的 方法 能 加 以 回答 。 
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拉克 斯 方法 的 出 发 点 是 注意 到 两 个 算 子 具有 相同 的 谱 在 希 
尔 伯 特 空间 的 自 伴 算 子 理论 中 是 一 个 落 名 的 现象 ， 它 与 西 等 价 
算 子 的 概念 相 联 系 。 在 这 种 背景 下 ,拉克 斯 发 展 了 一 种 允许 谱 
不 变 位 势 特征 化 的 形式 系统 ， 我们 将 在 $3.2 中 探讨 拉克 斯 
(1968) 的 理论 , 并 作 些 数学 细节 的 补充 ， 然 而 在 8 3.1， 我 们 从 
一 个 简单 得 多 的 背景 出 发 ， 并 且 限 制 在 离散 特征 值 上 而 由 基本 
的 分 析 导 出 主要 结果 . 在 83.3 和 $3.4， 我 们 又 遵循 拉 交 斯 
(1968) 的 理论 ， 最 后 ， 在 末了 一 节 ， 我 们 采用 另 一 种 不 同 的 观 
点 ， SHEL AE PARRA, 将 83, 和 3.2 的 结果 在 许多 方向 
上 进行 了 推广 . 

让 我 们 从 一 些 技术 性 的 注释 开始 我 们 的 讨论 .在 谱 理 论 中 ， 
需要 考察 的 算 子 荆 往 往 不 是 对 整个 希 尔 伯 特 空间 六 的 元 都 有 
定义 ,而 只 是 对 一 个 稠 子 集 VocCU 有 定义 ,例如 ,在 套 定 请 方程 
的 情况 下 ， 自 然 要 考察 平方 可 积 函数 L O) 的 希 尔 伯 特 空间 中 
的 谱 问题 ， 而 Lv 只 是 对 到 (Ni) 中 那些 具有 一 阶 和 二 阶 导数 并 
且 这 些 导数 也 属于 PO) 的 元 才 有 意义 . 和 

当 算 子 的 定义 域 是 希 尔 伯 特 空间 V 的 一 个 稠 子 集 时 , 这 样 
的 算 子 称 做 在 六 中 稠 定 . 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 将 总 是 假定 
在 分 析 中 所 遇 到 的 一 切 算 子 才 定义 在 V TAT TR Vo 
上 .这 一 说 明 以 后 就 不 每 次 重复 了 . 

我 们 进一步 指出 ， 谱 中 可 能 存在 一 些 》 值 ,使 得 方程 “ 

(L+A)v=0 
有 一 些 非 平凡 解 不 是 希 尔 伯 特 空间 V 的 元 素 . 这 些 值 通常 构成 
谱 的 连续 部 分 。 在 薛 定 兽 方 程 的 情形 中 , 对 应 的 非 平 扩 解 是 非 
平方 可 积 的 振 游 函数. 这 些 广义 的 特征 函数 存在 于 一 个 更 大 的 
空间 VDV tp, 
ENRE- KKAL, RINGAWS Mt KF RHE 
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Wa, LOE RT 1 AE 
$. 

设 到 (的 定义 域 太 uC teh fe EY Sea) W 中 ， FG) 
在 t= 如 时 可 微 的 条 件 是 ;对 所 有 OC Vo, W 中 存在 


im Flot) — FC) 。 
‘390 


”QD 在 t= ee 


(242 ) 
ot t=toy 
它 能 对 所 有 EV6o 使 


OF (t) as F(totd) — F (to) | 
( ot ae oe 4 a 


AM, ETHERET L, 有 


Me, gta % ip a A 


其 中 Mw Rb ia AS uD 的 乘 算 子 . 


TEE Fi(t) MAR F FOFO). 
当 我 们 打算 证 明 乘 积 规则 时 ， 会 发 现 积 的 微分 不 是 一 件 容易 的 
事情 ， 同 时 ,要 找到 Fi(t) 和 s(t) 可 微 而 Fi(t) 了 s(t) 不 可 微 的 
例子 是 不 难 的 。 

尽管 如 此 ,我 们 可 以 得 出 如 二 的 结果 ; 

引 理 3,1 设 F(t) ee spews F(t) | HEM 


POM Fuld Felt) sit, Je wnt Fa E 
FRAIL AY, H 


2. ry) FA) SE Per, qae., 
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证 明 对 任何 wEFe 我们 考察 恒等式 
Fy (to+4) Falto +4) -- Fito) Falto) y 
A 


~ Fillet Ad) Plt) pt) 


+ Fy (to +4) Fo(tot- ce 


当 450 时 左边 的 极限 存在 , 并 等 于 
[ 2 FORA | v, 
右边 第 一 项 的 极限 也 存在 ,并 等 于 
[2 Fy(ty)v, 
因此 ， 右 边 第 二 项 的 极限 存在 ， 然 而 我 们 还 不 能 断言 积 算 子 的 
极限 等 于 两 个 算 子 的 极限 的 积 . 
为 了 避免 困难 ,我 们 进行 如 下 工作 : 
设 (.，.> 表 示 希 尔 伯 特 空间 太 的 内 积 ， 当 vEFw wEF 
计 , 我 们 考察 下 式 : 
J(d) ~- (F(t 
— (Falter ad Po y, F(t Aw), 
其 中 Fis 可 ARATE, CHER Vic A). 
RRR, RNA 
J(0) = -((2 (2 att) ) ) 0, Fite) ) 


bee (ES BE », w). 
这 表明 ,在 弱 意 义 下 ， 
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+4) Paluta) ENa v, w) 


lim F; (to+-4) Fito + 4) — Fa(to) 
4-+0 4 
ap OF, (t) 
F (to) (se i : 

然而 ， 我 们 已 经 知道 上 述 极限 在 强 意义 下 也 存在 ， 同 时 如 
果 强 极限 和 弱 极 限 都 存在 的 话 , 它们 是 相等 的 . 这 就 证 明了 引 
理 3.1, 

注释 ”在 应 用 中 ， 引 理 3.1 的 条 件 可 以 用 关于 所 考虑 问 题 
”的 某 些 其 他 信息 来 证 实 。 例如 ,关于 单 参数 的 算 子 族 :L, REO) 
是 特征 值 族 ,由 旭 是 对 壤 的 特征 也 数 族 , 即 

Ly+ly=0. 

(Pi AE Oe EBA Cen el PU RK YS aT ATA) CO) A 
Pl, OM t ESM, BA Zu 也 连续 可 微 。 如 果 ( 通 过 检查 而 
知 ) 也 连续 可 微 , 那 末 利用 引 理 3.1, 确 有 

a ðL ou 
Ot 了 由 一 or Vt. Ot: 


按照 引 理 3.1 的 精神 ,还 有 另 一 个 在 本 章 中 也 有 用 的 结果 。 
Ed: 


. 8 #© e@ 8  # 
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Zi a ETAO 等 于 Vo, 则 F(t) 也 可 
微 . x 
”证 明 留 给 读者 作为 练习 。 


$ 3.1 用 初等 方法 证 明 离 散 特征 值 的 不 变性 
re. 


i 为 参数 ) 自 伴 算 子 族 , 并 且 对 t 连续 可 微 ， 假 定 工 的 离散 特征 


op 
nA CS LTS OE ENS ’ Ot 


si e o o è è “o 4 + a * 


其 中 B, BL, LB, L, 22 在 一 个 公共 于 集 FocJ LAR. 


Picci 的 离散 特征 值 对 t ， 而 且 如 果 特 征 值 是 简单 特 


i © @ © © ~ © @ # 8 8  @ 


a 
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与 t 无 关 . 
证 明 OE C(t) 是 一 族 特征 值 pe, t) 是 对 应 的 特征 函数 
族 , 将 方程 


| Lb+Qp=0 (3.1.1) 
Xf t KA, 得 
0 (3.1.2) 
我 们 引进 | 
aL 
Sy ~ BL LB, (3.1.8) 
机 此 得 


+s Ob + Bip -LBY+ RY-0. (3.1.4) 
M(B.1.1) LAT | 
B=-tBy. :| (3.1.5) 

当 此 (3.1.4 最 后 变 成 Pee 


meoir a) b=0, (3.1.6) 


BC, DRAM V 中 的 内 积 ， 我 们 取 (3.1. 6) 左边 函数 与 特 
fh BY OAR, 可 得 


| bj 一 一 (由 AE ET (8.1.7) 
因为 工 是 自 伴 算 子 ,我 们 得 到 | 


ly ~-((L+O, 2 ob ~ By), (3.1.8) 
PEE ges 所 以 
X o, (3.1.9) 


这 表明 , MSR CERERA t= thi HE, 那 末 它 对 一 切 t 都 是 
特征 值 . 因此 特征 值 对 时 间 + 而 言 是 不 变 的 . 
现在 我 们 回 到 方程 (3.1.6) .利用 (3.1.9), 我 们 有 


(+0) (St - Be) =0, (3.1.10) 
这 方程 能 得 到 满足 的 条 件 是 
a _ By=Cb, (3.1.11) 


EORR “area, A | 
2 ipl’ = h, BLOW + (BLO), W>. (8.1.12) 
由 此 可 知 ,如 果 B+O EAREN, WR | 
ly (3.1.18) 


于 是 定理 3.1.1 GER. 
注释 2 
很 清楚 ， SRRRM TERRA ERNE 
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TERRE. Rie, WRAY =, 而 B 是 反对 称 的 ， 那 
末 0=0.。 然 而, 如果 象 第 四 章 中 的 情况 那样 , 用 另外 一 种 方法 
来 定义 特征 函数 ， 可 能 是 方便 的 . 这 样 ,由 的 范围 依赖 于 纪 而 
演化 方程 取 另 外 一 种 形式 . 

当 考 虑 特征 值 的 重 数 >>1 的 情况 时 ， 上 述 注 释 有 特殊 的 
重要 性 .这 时 , 解 (3.1.6)， 可 对 每 一 特征 函数 业 , i=l, 0, p, 
得 到 方程 

Ah = By to eah, (3.1.14) 


为 了 确定 函数 cu, 需要 对 函数 由 进行 仔细 的 “正规 化 ,例如 
规定 它们 在 无 穷 远 处 的 行为 。 


§3.2 谱 的 不 变性 


我 们 现在 在 更 抽象 的 基础 上 推导 证 面 的 结果 . 
定理 3.2.1 设 工 是 在 希 尔 伯 特 空间 上 稠 定 、 以 t 为 参数 
并 对 连续 可 委 的 单 多 数 自 们 等 了 用 Je 
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G) óL BL- LB, 
Gi) 算 子 方程 


* > © © @ 


ATEM, 

(iii) LU 对 参数 t 可 微 . 

我 们 通过 下 列 步 双 获 得 这 个 结果 . 首先 , 寻找 几 对 具有 相 
Mea LAD, 利用 所 谓 西 算 子 能 方便 地 进行 这 一 工作 . 


= B4. 


MAATRE N C H (1974)); 
DRENT PET PPRRENT U WERSET, F 
BUREN, 
(Uv, Uw =<v, w>, vv, WEY, (3.2.1) 
REC, > 表示 空间 V 中 的 内 积 ， 则 这 个 有 界线 性 算 子 称 做 西 


算 子 . 然后 我 们 定义 算 子 的 西 等 价 如 下 ; 


如 果 存 在 一 个 西 算 子 ,使 空间 中 的 两 个 自 伴 算 子 工 和 
了 满足 | 


ULU = 也 (3.2.2) 
MANTE FATEN ENH. 
我 们 现在 有 
引 理 3.2.1 WRT LAL WSO, BRE MM 
有 相同 的 谱 . 
证 明 概述 如 下 : 


考 虚 一 个 不 在 上 的 谱 中 的 入 、 这 时 an eer 
而 方程 


aa? (L+av=—f 
PR FSR HH 
v= (L+a)-7f, 
”对 于 同一 个 入 值 考 虑 求解 
(L+A)w=f 


SMB, ARU LeU, 可 将 这 问题 转变 成 
(+AU w=07f, 
而 得 到 解 
w=U (L+ UY, 
遇 此 可 知 入 不 在 忆 的 谱 中 . 
“对 于 一 个 不 在 工 谱 中 的 入 值 ， 重复 上 述 论证 , 可 导致 三 和 久 
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的 预 解 集 相同 的 结论 ， 而 且 由 一 个 直接 而 初等 的 证 明 ， 可 知 工 
和 工具 有 相同 的 离散 特征 值 . 

我 们 注意 到 从 空间 六 的 任意 西 算 子 (例如 恒 等 算 子 ) 和 反对 
称 算 子 B8( 它 可 能 依 束 于 参数 从 出 发 , 可 以 在 定理 3.2.1 所 提供 
的 可 解 性 假设 (ii) 之 下 构造 一 个 单 参数 西 算 子 族 . 形式 化 的 说 
法 是 : 

引 理 3.2.2 WU 是 以 上 为 参数 的 单 参数 算 子 族 , 它 满足 


FB*=-B), WEO) oH 
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pas 我 们 考察 任何 一 at va, va CV AIX WAYS BH 
函数 族 
w=Uv; w=Uv,. (3.2.3) 
把 01,02 mare V 的 一 个 笛子 集 , 使 wi、 ws 落 在 B 的 定义 
域 中 ,我 们 有 


7 = Bw; a 2 = Buy, (3.2.4) 
现在 ,计算 
(ws, cis )= <w, Bw =<B*un, w 
/ Ow, 
Bw, w=- (S24, uy), (8:2.5) 
于 是 
Bp ee wa? =0, 
由 此 得 


Cw, Ws) = (Uy, Uvs> = Uv, Ur9>t=0 
= 《V1, V3>. (3.2.6) 
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这 就 证 明了 U 是 等 距 的 ， 从 (3.2.6) 这 一 结果 ， 我 们 进一步 扒 
得 ， 对 于 空间 机 的 稠 子 集中 的 一 切 mu va, UU es, v) 与 时 
间 t 无 关 , 这 又 意味 着 UD 与 时 间 t HK. 因此， 
UU= (UU) o= L, (3.2.7) 
这 就 证 明了 U 是 西 算 子 (吉田 (1974)). 
现在 我 们 来 证 明定 理 3.2.1. 由 关系 
U-U=T, l (3.2.8) 
4 U WME, 利用 引 理 3.2 可 知 ~! 也 可 微 。 因 此 , 任何 与 算 
子 荆 西 等 价 并 由 


| L=U-1LU (3.2.9) 
始 出 的 算 子 也 也 是 可 微 的 (这 由 引 理 3.2 并 利用 UU"! 的 有 界 性 
AE). 

我 们 考察 
l 2 Lo = 2 ut, -© (8.2.10) 
LUMENE I 于 是 我 们 有 
LU. 
ĉi y4 一 (3.2.11) 
Aneel maces i 
a = BU, 网 (3.2.12) 


把 ERRAG. 2. 11), 利用 (3.2.9) 消 去 也 ， 经 过 重新 排列 之 后 ， 
我 们 得 到 


(= +LB-BL)U= ae (3.2.18) 
从 定理 的 条 件 G， 可 知 上 式 左边 是 等， 
o_o, Se. (3.2.14) 
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由 此 可 知 , Lt ER, Mii Tw ws BR 
3.2.1, HSARAT LML RAMAH, 定理 8.2.1 得 证 . 
§3.3 莓 定 谓 方 程 的 谱 不 变 位 势 


为 了 检验 前 几 节 中 所 得 结果 的 用 处 ， 我 们 来 考察 功 定 兽 方 
程 . 这 时 我 们 有 定义 在 通常 的 希 尔 伯 特 空间 PO 上 的 算 子 


L- 2, -u@e, i), (8.3.1) 
这 个 空间 的 内 积 是 
<w, = | wie, (3.3.2) 


定理 3.1.1 和 3.2.1 中 的 算 子 E, MERRRAT 一 w， 即 
VoEV, 2 w= — ye, | 


定理 3.1,1 和 3,2.1 的 应 用 过 程 主要 包括 下 面 两 步 . 
TI， 寻 找 一 个 反对 称 算 子 B, t 
BL-LB=M,, (3.3.3) 
其 中 Mo EA wR RA SL, M w= A (u), Bp 
VvEV, BLv- LBv=K (uyv, 
Il. 对 每 一 个 这 样 的 算 子 B, 谱 不 变 位 势 族 w(w, 1) RE 
为 方程 
—u,= K (u) (3.3.4) 
的 解 . | 
”， 如 果 要 应 用 定理 3.2.1， 最 后 还 必须 验证 这 定理 中 的 可 解 
HR), 但 在 许多 实际 问题 中 , 使 用 定理 3.1.1 就 已 经 足够 
了 .这 一 定理 断言 了 离 若 特征 值 的 不 变性 , 并 用 其 他 手段 证 明 
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了 谱 的 连续 部 分 的 不 变性 ， RERREBTRMRE, 它 的 连 
续 溢 的 不 变性 来 自 位 势 在 无 穷 远 处 的 规定 行为 (参阅 第 四 章 ) . 

人 恨 据 拉克 斯 (1968)， 我 们 可 以 通过 实 线性 微分 算 子 族 的 研 
究 来 系统 地 寻找 算 子 B. MEER B 是 反对 称 的 , BABA 
e hae = 而 且 必 BAA Tae 


Bem Farr +3 {uo oe oar + = b}, (8.3.5) 
其 中 b 在 这 时 还 是 未 知 的 , 而 9 是 任意 整数 或 零 . 
我 们 从 gq~0 开始 , 即 


l B= <, | {3.3.6) 
通过 直接 计算 得 
TET 
a a ; 
(Ei ea 


因此 这 里 的 BL- LBo MLERAT. 
EREN Ue, OWE 


Ou Ou | 
学 = 学 | eo) 
但 是 ， 这 个 结果 是 平凡 的 : (3.3. 8) 的 解 是 函数 i 
u(x, t) =U (z+t), 要 (3.3.9) 
因而 按照 ; 
r=% +t l (3.3.10) 


变换 变量 ， 就 产生 -个 与 时 间 无 关 的 苹 定 朝方 程 . 
为 希望 得 到 较 不 平凡 的 结果 T 


Borto WENA < (83:14) 


n g ĝa Ox 
MAERTILRHTEH - 
> Bas 


ante Serre ho) Be 
-(6-W(S + by £4 Zp 小 (3.3.12) 
经 过 二 番 运 算 , 得 
B,L~LB,=— (3: oh ) 
“03 BS 


- (24 a +53), 


20 + St). (8.8.18) 


:我 们 要 求 BL- LB, ae 这 意味 着 微分 必须 消 
失 ， 取 


十 
v 


e by= RS Šu, 
É j BL -LB == (Uss 600s), (3.3.14) 
因而 谱 不 变 位 势 w(z, 2) HE 
了 (uc 一 6ua)， (3.3.15) 


这 方程 (经 过 一 些 简单 变换 后 ) 就 是 KdV 方程 ! 

“位 势 满足 KaV 方程 的 萃 定 计 方 程 的 谱 的 不 变性 (定理 
2.2.1), 就 这 样 用 拉克 斯 的 方法 得 到 证 明 ， 这 一 方法 与 GGKM 
分 析 是 恨 本 不 同 的 ， 

此 外 ,我 们 还 可 以 在 g>-1 时 进行 微分 算 子 Bo 的 研究 . 关于 
Bol ~ LB, 必须 是 一 个 乘 算 子 的 要 求 , 决定 了 算 子 Ba 中 的 未 知 
BM. 结果 可 以 得 到 薛 定 兽 方程 的 谱 不 变 位 势 ， 作 为 “高 阶 
KdV” 方 程 的 解 ，. 当然， 计算 量 是 随 着 9 而 增加 的 .读者 可 以 
发 觉 用 这 种 方法 对 例如 g=2 的 情况 进行 研究 是 很 有 意义 的 . 
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最 后 ,我 们 就 $3.1 中 导出 的 特征 函数 来 研究 演化 方程 
p= Be (3.3.16) 
的 一 些 结果 . 
我 们 进一步 就 KdV 方程 扩大 这 一 结果 . 首先 ， 我 们 对 算 
子 Bi 适当 修改 ,以 导出 KdV 方程 的 标准 形式 , 并 取 


oO 3 2 3 0 


由 此 产生 关于 特征 函数 的 演化 方程 
tix — {4ere—6up,—Bugth}, (3.3.18) 

现在 设 和 = k ERRE, p SET YER) TE LL AG E R 
数 . 于 是 从 协定 谓 方 程 ,我 们 进一步 得 


ere UDWtuab, (8.3.19) 
结合 (3.3.18) 和 (3.3.19) ,得 


Yh, =2(u+ 2A) pz- ush, (3.3.20) 
这 与 $2.3 的 结果 是 完全 一 致 的 . 


$ 3.4 更 一 般 自 伴 算 子 的 谱 不 变 位 势 


概括 8 3.3 中 所 述 程序 ， 同 时 推广 它 所 适用 的 一 类 算 子 L, 
eave rest aie ea ep i 


LRA SM | blo i 
HERT B, 使 
BL-LB= Mew : Kiih 


而 B.BL.LB 都 在 空间 V PRE. MANTRA FT 


u, = K (u) 
的 函数 v(z, 力 , 算 子 工 的 特征 值 都 不 随时 间 而 变 . 
注释 ”我们 既 可 在 $3.1, 又 可 和 在 3.2 的 前 提 下 来 证 明 这 
一 定理 ， 例 如， 如 果 假 定 算 子 志 的 特征 值 和 特征 函数 都 对 时 
EJ 二 连 线 可 微 , 那 末 这 定理 就 是 定理 3.1.1 的 直接 推论 。 男 一 
“方面, 如果 假定 算 子 方程 
2U LBU, (Oreo I 


在 空间 六 中 对 一 0A RET HENNE, BE EO a t W 
微 , 那 末 定理 3.4.1 立即 可 从 定理 3.2.1 导出 ， 而 且 这 时 整个 
谱 对 时 间 而 言 具有 不 变性 . 

作为 应 用 的 例子 ， 拉 克 斯 (1965) 曾经 将 如 取 作 一 个 PP 
MAKERE U, 将 二 取 作 扼 阵 算 子 -十 于 Z， 于 是 人 们 可 以 找 


出 一 个 满足 定理 条 件 的 三 : 阶 年 阵 算 子 B, 从 而 可 得 谱 不 变 位 势 
作为 矩阵 KdV 方程 


U,+5(UU.+ UU) + Ugi2=0 (3.4.1) 


的 解 . 

.我 们 引用 拉克 斯 (1968) 的 进一步 论述 ; 

CATP 工 的 其 他 选择 将 产生 其 他 种 类 的 方程 
,+ 这 人 条 话 为 萨 险 罗 夫 和 沙巴 特 (1972) 、(1973) 在 发 展 逆 散 射 
变换 法 方面 的 重要 突破 开辟 了 道路 . 这 两 位 作者 证 明 , 可 以 找 
到 满足 定理 3.4.1 的 条 件 的 一 对 算 子 工 和 B， 使 谱 不 变 位 势 
ule, 想 是 下 式 的 解 。 

ty = 4 (Use +2), (3.4.2) 

ROB uw ARR uw SER. TY (3.4.2) KERER E 泡 
方程 ， 它 在 许多 波动 现象 中 起 着 重要 作用 (例如 ， 参 阅 惠 瑟 姆 
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(1974) ) FARTS BERK OR RRR EE OT , BU 
O 明 这 方法 本 质 上 并 不 局 限于 KdV 族 的 方程 ， 而 且 ， 由 萨 哈 罗 
夫 和 沙巴 特 引 进 的 散射 问题 以 及 这 问题 的 一 些 推广 ， 已 经 带 来 
了 进一步 的 重要 发 展 . 这 里 我 们 提 一 下 非 自 伴 形 式 的 广义 萨 险 
罗 夫 -沙巴 特 问题 , 它 最 适合 于 逆 散 射 理论 的 目的 . 此 时 , 就 函 
数 v(e), va@), BE (---%, co), 有 特征 值 问题 


2 V= — Av, 


(3.4.8) 
COF 
Ox z 
其 中 4g 和 7 是 位 势 . 我 们 选择 += 一 q, 9=w TE (3.4.8) 
与 非 线 性 苏 定 证 方程 联系 起 来 。 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 散射 问题 的 
理论 将 在 第 五 章 中 给 出 ， 而 以 这 问题 为 基础 的 进一步 发 展 将 在 
BAN HP BUR. 


$3.5 另 一 种 方法 
我 们 在 本 节 中 介绍 一 种 不 同 于 §3. 1 和 $3. 2 的 推理 方法 ， 


”由 此 来 推广 所 得 结果 ， 


我 们 研究 满足 下 列 条 件 的 算 子 ， 
ETAT L ani 


» . è @© è a ò +% 


tiy 对 任何 属于 算 子 工 的 庶 的 数 存在 一 个 (广义 的 ) 
特征 函数 w 它 是 一 个 较 大 空间 VOV 中 的 元 素 , BWE 


>. + e òo o + + >» 
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使 


Lv-+- 和 Av=0, 
则 入 在 算 子 工 的 谱 中 . 
当 #=0 时, 我 们 任意 选 出 某 个 属于 二 的 谱 的 固定 数 《 一 7， 
FA p(w, 90) 表示 对 应 的 特征 函数 , 即 方程 


本 Ins +-As =0 (3.5.1) 
BY 
现在 设 函 数 olw, t) HEP NL: 
& — Bo, a(a, 0)=w (x, 0), (3.5.2) 


其 中 卫 是 线性 稠 定 算 子 , 它 使 (3.5.2) 存 在 唯一 解 ， 并 且 对 一 切 
+>0, 这 个 解 都 在 Vo, 
其 次 我 们 将 函数 (0, t) 定义 为 


f(a, ) =Lv(a, t)+av(a, t), (3.5.3) 
求 微分 后 得 
a ys LELA a (3.5.4) 


这 样 做 ,我 们 默认 了 。 和 .32 分 别 在 E 和 工 的 定义 域 中 ， 
我 们 还 有 初始 条 件 


f (a, 0) =0, (3.6.5) 
利用 演化 方程 3.5:2), 我 们 发 现 
Foa v+LBv+ABv, 
此 外 ,从 (3.5.8) 式 得 
BLwv+ABu=Bf, (3.5.6) 
区 此 最 后 我 们 有 
a aL 
of. Bf- (2E -LB- BL), 
f(z, 0) =0, (3.5.7) 
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自然 这 里 我 们 又 默认 了 (3.5.7) 中 的 所 有 TENER EREE 
KATRE. 


现在 假定 召 能 使 
tie BL=0, (3.5.8) 
从 (3.5.2) 的 唯一 可 解 性 , 可知 问题 四 
-BF-0, (f=0 (3.5.9) 


# tE (0, E, 因此 ， 对 一 切 t>0, f=0、 由 此 
可 知 对 一 切 t=0, 入 属于 工 的 谱 , 同时 被 (3.5.2) 定 义 的 w(z, t) 
是 对 应 的 特征 函数 . te 

这 样 ,我 们 证 实 了 

定理 3.5.1 设 算 子 工 满足 条 件 ()、 2 又 设 和 是 
AK, neta V'>V HTK. 

假定 对 每 一 个 和 GHS RENT 了 ,使 


i 


称 儿子 ,虽然 可 以 (如 在 § 3. L § 3.2 M$ 3.3 PBR) IRAE 
条 件 (ii) 并 且 与 和 无关 的 算 子 B, 但 是 用 与 入 有 关 的 算 子 BRT 
论 也 有 好 处 . 我 们 将 在 第 六 章 中 用 这 方法 来 考察 作用 在 向 量 值 


; 
. 65 。 


PHBL PRS D, 那里 B A M PA hy BB Dy R E. 

我 们 注意 到 定理 3.5.1 不 能 保证 工 的 谱 对 时 间 t 而 言 的 
不 变性 ,因为 在 某 个 1>>0 处 ， 可 能 产生 新 的 特征 值 ， 为 了 排除 
这 种 可 能 性 ， 必须 对 算 子 B 加 上 更 强 的 条 件 . 

定理 3.5.2 设 定理 3.5.1 的 条 件 全 部 成 立 ， LÜ BRE 
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* Git) 对 每 一 ee ce) ) 和 每 一 see", 4 tE(— 5+ to, to), 

其 中 TEORIE to ERIN ERE, A 
= Br, (%) :<1,= Vo 

在 V' 中 存在 唯一 “后 向 " 解 . 

那 末 工 的 谱 对 时 间 t 而 言 不 变 . 

证 明 假设 一 个 数 人 当 t=O ON ART LOB, 4 
人 Fani 

= Bv, (v) = Y", (3.5.10) 

py 是 与 和 arrears 根据 条 件 Gii), 对 1€ (一 6 
tio, to) FER (a, t). 因为 wz, 1) xf t ESE CRAM), 并 
Holz, to) = 汪 (z) 不 恒 等 于 零 ， 所 以 wv(z, 起 对 于 所 有 t€ (一 6 
十 to, to) 不 恒 等 于 零 . 回 过 来 将 证 明定 理 3.5.1 时 的 推理 对 t 重 
复 ， 可 得 当 #€ (8 十 to, 如 ) 时 入 "在 谱 中 的 结论 .因为 | 如 一 如 | 可 
以 选 得 任意 小 ,所 以 这 一 结论 与 最 初 的 假设 相 了 矛盾 . 

总 结 
-o 1) 本 节 所 述 将 拉克 斯 形式 系统 推广 到 非 目 伴 算 子 卫 和 不 
一 定 反 对 称 但 可 能 依赖 于 入 的 算 子 B 的 工作 , 已 经 正式 用 在 
文献 中 , 即 认 为 工 的 谱 的 不 变性 和 特征 函数 的 演化 方程 (3.5.2) 
在 条 件 (ii) 下 是 相 容 的 . 

2) 如 果 定 理 3.5.1 和 3.5.2 中 加 于 8B 的 可 解 性 条 件 仅 仅 
在 二 的 一 个 有 限 区 闻 得 到 满足 ， 那 末 定 理 的 结论 也 在 这 有 限 区 


TERS 


PÈZ. 

3) 如 果 还 有 关于 这 问题 的 某 些 附加 信息 ， 那 末 算 子 工 的 
谱 的 不 变性 可 以 在 应 用 中 以 定理 3.5.1 为 基础 得 到 证 明 (这 就 
不 需要 定理 3.5.2 的 强 条 件 )。 当 我 们 能 用 其 他 方法 (例如 对 莅 
定 雇 方程 所 用 的 显 式 分 析 ) 来 证 明 谱 的 连续 部 分 对 卫 而 言 不 变 ， 
离散 特征 值 对 于 te (0, ce) 是 上 的 连续 函数 时 , 情况 就 是 如 此 . 
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本 世纪 初 , 随 着 量子 力学 的 诞生 , Ae Le eT 
EIHP (SPIE HF (1926) ). 
它 要 求 波 函 数 由 是 下 述 方程 的 非 平凡 解 ; 
V+ A-uy =0, (4.1) 
na 
其 中 y i »€ER. 


在 这 个 方程 中 , 实 阔 数 % 称 做 位 势 ，X 是 谱 参 数 , 表示 状态 
Y 的 能 其. | 

但 是 谱 参数 和 的 值 并 不 是 全 都 具有 物理 意义 的 ， 如 果 当 
jz|-~>co 时 ,v(z) 足 够 快 地 趋 于 零 ， 那 末 只 有 使 方程 (4.1) 存 在 
一 个 非 平凡 解 的 那些 谱 值 和 才 具 有 物理 意义 ， 这 个 解 的 特性 如 
F: l 

G) 一 个 束缚 态 , 即 YELA), 

(ii) 一 个 散射 波 , 即 当 |z|->co 时 ,由 (2) 是 渐 近 周 期 性 的 . 

在 藤 定 雇 方 程 引入 后 不 久 ， 数 学 家 们 就 意识 到 发 展 一 种 包 
含 象 (4.1) 那 样 的 问题 在 内 的 谱 理 论 是 他 们 的 任务 之 一 ， 这 种 
数学 理论 的 发 展 没 有 花费 很 多 时 间 , 冯 诺 伊 曼 在 1929 年 就 发 表 
了 一 篇 重要 论文 ， 给 出 了 希 尔 伯 特 空间 内 的 自 伴 无 界 算 子 的 抽 
象 谱 分解 理 论 , 这 种 理论 可 以 适用 于 方程 (4.1). 

AL PUPA, SERRA RMR eK TAR 
微分 算 子 的 数学 理论 已 被 充分 理解 , 见 科 大 埃 拉 (1950) , ALT HH 
和 莱 文 森 (1955) ， 在 格拉 效 曼 (1968) 的 著作 中 也 可 以 找到 许多 
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BUS, RHR TRE BS Oy AE. 

与 此 同时 , Bic 2H: He a TEED R SRE A 
谱 数 据 重新 构造 位 势 ? 如 果 能 , 还 需要 知道 哪些 有 关 谱 的 情况 ? 
并 且 将 如 何 来 构造 ? 这 个 逆 问 题 在 1951 年 由 盖 尔 芬 德 和 莱 维 坦 
解决 ， 后 来 又 由 玛 钱 科 和 法 捷 耶 夫 分 别 在 1955 年 和 1959 年 用 
一 种 比较 容易 处 理 的 形式 再 次 解决 . 

近来 ,由 于 发 现 萃 定 记 方 程 与 KaV 方程 之 间 存 在 一 种 出 乎 
意料 的 关系 , 见 8 2.2, .人 们 对 以 定 户 方 程 以 及 逆 散 射 理论 的 兴 
趣 又 变 得 异常 活跃 起 来 了 ， 这 种 新 的 兴趣 导致 了 更 新 的 发 现 和 
对 这 一 理论 的 更 好 的 理解 , 见 戴 夫 特 和 特 鲁 博 维 蒋 (1979) . 

在 本 章 中 ,我 们 将 阐述 一 种 研究 苹 定 读 方 程 的 散射 、 逆 散射 
和 谱 理 论 的 方法 , 这 种 方法 在 本 质 上 是 初等 的 。 | 

我 们 先 在 $ 4.1 中 给 出 关于 蓄 定 启 方 程 的 解 和 散射 量 的 定 
义 和 记 号 , 以 及 这 些 解 和 散射 量 的 一 些 基本 性 质 。 其 次 在 8 4.2 
中 给 出 关于 薛 定 谓 方 程 的 解 的 正则 性 、 对 散射 量 的 依赖 和 渐 近 
行为 的 许多 结果 。 在 8 4.3 中 ， 我 们 将 考察 散射 量 与 Za(3i) 空 
间 上 薛 定 兽 算 子 的 谱 结构 的 关系 . 接着 在 8 4.4 中 , HRES 
方程 解 的 传 里 叶 积分 表示 式 .。 这 是 $ 4.5 的 必要 准备 . 然后 我 
AVE § 4.5 中 导出 盖 尔 芬 德 - 菜 维 坦 - 玛 钱 科 积分 方程 ， 并 讨论 
它 的 唯一 可 解 性 .这 个 积分 方程 是 逆 散 射 理论 的 核心 .我 们 的 
推导 过 程 将 是 粗 线条 的 , 与 阿 柏 罗 维 茨 (1978) 相 同 . 那里 所 用 
的 方法 相当 清楚 明了 , 并 且 具 有 立即 可 以 推广 到 萨 哈 罗 夫 -沙巴 
特 方程 系统 的 优点 (参阅 第 五 章 ). 最 后 , 我 们 讨论 一 些 推广 来 
结束 本 章 . | 

在 进行 分 析 之 前 ， 我 站 先 指出 位 势必 须 满 足 何 种 类 型 的 
条 件 ， 假 定位 势 u 是 足够 正则 并 在 |z1 一 oo 时 满足 增长 条 件 的 
实 函数 。 关 于 习 的 正则 性 ,我 们 假设 ， 
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ue), (4.2) 
Malco At, u AIRS RLF, | 


lim |w(a)| =0, lim| u(x) | =0, (4.8) 
并 且 
人 ww1d+izD)"dz<co， (4.4) 


我 们 称 条 件 (4.2)、(4.3) 和 (4.4) 为 mw 阶 增长 条 件 。 在 以 
下 讨论 中 , m 的 值 不 超过 2. 但 是 ,对 于 相当 多 数 的 结果 , (4.4) 
AX m 一 0 或 m=1 成 立 就 足够 了 . 

事实 上 ,为 了 导出 某 种 ( 逆 ) 散 射 结果 ,文献 中 关于 位 势 w 所 、 
必须 满足 的 最 弱 的 增长 条 件 的 问题 是 有 比较 多 的 争论 的 。 例 如 
法 捷 耶 二 (1959) 仅 提出 一 阶 增长 条 件 ， 然 而 正如 戴 夫 特 和 特 鲁 
捕 维 蒋 (1979) 所 证 明 的 ， 这 个 条 件 并 不 是 对 那里 给 出 的 所 有 结 
果 都 是 充分 的 .后 两 位 作者 的 工作 基于 二 阶 增长 条 件 . 

一 个 十 分 有 趣 的 问题 是 : 二 阶 增 长 条 件 在 什么 地 方 是 真正 
必要 的 ? 我 们 用 二 阶 增长 条 件 只 是 为 了 证 明 透 射 系数 在 不 一 0， 
入 = 妨 处 是 连续 的 , 这 一 事实 在 导出 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 ~ 玛 钱 科 积 
分 方程 时 起 着 重要 作用 . 


§4.1 BERDEARI 


TEBE Sp AE IS BY LK. 这些 族 以 下 为 参 
数 ,家 示 谱 参 数 入 的 平方 极 , 即 RCC 使 


a=k, (4.1.1) 
mC), 
MF ESC, (AY Im k>), HAVE LIFE CDR — A pr 
如 下 : 


p, k) =R, k), (4.1.2) 


因此 为 了 满足 \4.1) ,必须 有 
及 “一 2 起 有 =uR, (4.1.8) 
另外 ,我 们 还 要 求 ， 
lim Rls, k)=1, lim R(x, P=0. (4.1.4) 


在 $4.2 中 ,将 证 明 问题 (4.1.3) (4.1.4) at RAB 
解 , 如 果 位 势 “ 满足 某 个 适当 的 增长 条 件 的 话 、 因 而 y 这 样 定 
义 是 妥善 的 . 
利用 问题 (4.1.3) 和 (4.1. 多 的 解 的 唯一 性 ， 容 易 证 明 下 述 
KR: 
Ria, k) =R(a, —k), wb, (a, k) =p, (2, —k), (4.1.5) 
这 些 关系 意味 着 当 在 虚 轴 上 并 且 Im k> BY, RAY, EKK. 
RAYE AES RAH, 函数 由 和 只 BRERA 
.。 线性 无 关 解 ,注意 到 这 一 点 也 是 重要 的 . 
(b) 
由 于 实 轴 向 两 边 无 限 伸 长 , 自然 可 给 方程 (4.1 引入 一 个 在 
|o| 一 ce 时 具有 规定 行为 的 解 山 . 
”对 于 4E Ei( 即 正和 情况 (a) 一 样 ! ), 我们 定义 ， 
læ, k) = La, k), | (4.1.6) 
其 中 工 满足 
Li + 26k L/ =uL, (4.1.7) 
lim L(w,k) =1, lim L' (x, &) =0, (4.1.8) 


问题 (4.1.7) 和 (4.1.8) 的 唯一 可 解 性 将 在 $4.2 中 证 明 . 
闻 时 我 们 还 可 证 明 类 似 于 (4.1.5) 的 关系 
La, hy) =L(«, —F), Wie, k) =di(w, —k), (4.1.9) 
因此 当 上 大 在 虚 轴 上 ,并 且 Imb>o 时 , 工 和 由 是 实 的 . 
XH, 当 % 是 非 零 实数 时 ,我 们 可 找到 东 定 得 方程 的 另 一 对 


e 71 è 


RPE JE X fii: pu All dh. 
wi, BURN CAM kA RAM Sl ET Ae 
(4.1) KPO: br, Dr, Yo th. 
DLA BN AA ERES H BE - TO DB 
的 事实 , TY 1G BE RHE FE ERT, FE — Ts Sb RAB YL . 
示 成 它们 的 线性 组 合 ， 
Y= bbe t Lie, (4.1.10) 
be =Tyyytr_h, (4.1.11) 
其 中 1 re, r, HERE R (03 的 函数 . 
我 们 现在 可 以 来 描绘 帆 、 慌 、 Pa Wi, FE |æ |-> kE K\ {0} 
ERRAIN. 
pile, k) ~e™, 4a—>-+ cof, 


ol, (kye+1_(kjye™, 4a—>— oof, 

(ik) “2h (æ, ky mes, 当 z-> 十 cc 时 ， 
el, (kel (ke ™, %4a—>—cchy, 

MACH k) es, 当 x-> 一 cco 时， 
arer (kje, yato, 

(ik) “ty (@, k) = —e™, *4a—>— conf, 
ZT (bem r (Ae, 4a—>+ cof}, 


(4.1.12) 
RM, ra T- 满足 下 列 关 系 : i 
引 理 4.1.1 BERERE N 

1, (k) =l, (—k), 1 (k) =l- (~k), 
Tik) =r, (k), T- (k) =r- (k), 

1, (k) =r (k), l- (k) =— r, (k), (4.1.14) 

|l; Ce) [°= |l (k) |? +1, |r- (k) 1? = |r} (8) [2 +4, (4.1.15) 
引 理 1. 的 证 明 《4.1.13) 式 的 证 明 几 乎 是 (4.1.5)、 
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(4.1.13) 


(4.1.9) (4.1.10) 和 (4.1.11) 的 简单 组 合 ， 
关系 式 (4.1.15) 根 据 的 是 这 样 的 事实 ， 薛 定 证 方程 的 每 一 
PAE a, pa 满 足 {haha — hipa) 一 0, B haha — ithe AI BAT EAT 
PRE LER 时 是 常数 ， 
因此 ,对 任何 这 样 的 一 对 Yor, ha, 下 面 的 关系 成 立 : 
lim (rahe -pipa (2) = lm (hp — pipa) (2), , 


当 我 们 将 上 述 讨论 在 上 ENi\{0} 的 情况 下 用 于 成 对 函数 
hy hh Abe, he, FAM 4.1.12) PA PERT, AYA 
《4.1.15) 的 结果 .利用 v, br, RAN TF 


Dr {RL — LR’ + 2ikRL} =r_(b) = (E), (4.1.16) 


由 此 ，(4,1.14) 中 第 一 个 关系 得 证 ，(4.1.14) 的 第 二 个 关系 如 
下 得 出 。 当 我 们 将 (4.1.12) 中 所 给 出 的 p, Pr, Pr Æ o> oo Rf 
的 渐 近 性 代入 (4.1.10) 时 ,可 得 恒等式 

Lr_tl,r,=0, kER\{0}. 
由 于 _ =1，lr-| =h 11， 将 上 述 恒等式 除 以 *- 即 得 所 需 
结果 .- 

这 里 我 们 要 作 一 些 评论 ， 第 一 ， 人 们 可 能 会 想 ， 根据 
(4.1.12), 4 rooit, (4.1.11) SABIE BE R\ {0} 情况 
Fl, lrn r- 之 间 的 更 多 的 关系 ,但 实际 情况 并 非 如 此 . 第 
. 二， 我 们 注意 到 ，(4.1.16) 中 出 现 的 表达 式 ik) HRL -LE 
+2ikRL} 对 一 切 XE C41\{0} REME, HEERE R, 
这 开辟 了 一 条 将 ro, b RREA RO 扩大 到 ©,\ {0} 的 途 
B. 

定义 X kEC,\ {0}, anon Ail, 如 下 ; 


r_(k) =l, (k) = =o {RL' — LR’ +2ikRL}. 
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FERN {0} 内 ,这 个 定义 与 我 们 前 面 的 定义 是 一 致 的 ， 

roA A CO 作为 它们 的 自然 定义 域 这 一 事实 , 在 以 
:后 将 起 非常 重要 的 作用 . 

RIMER AA ih E AE Ey BE de A, 的 物理 

ee. SNAAKMETH SIS RNSR Ree M 
et p. 
对 于 实数 0, 我 们 能 够 用 物理 术语 很 好 地 解释 这 些 与 时 
间 有 关 的 函数 ， 利 用 (4.1.12) ,对 于 hER,, 显然 ex? 代表 一 
个 从 左边 来 的 波 , 它 的 一 个 振幅 分 量 1/1, k) 趋向 于 +00, 另 一 
个 振幅 分 量 [I A) E) 向 后 散射 类似 地 ,eetyr 代表 一 个 
从 右边 来 的 波 , 它 的 一 个 振幅 分 量 |1/7-_(#) | 趋向 于 一 ce, 另 一 
.个 振幅 分 量 |7+ E)r (| 向 后 散射 . 

因而 对 实数 和 >0, 我 们 得 到 方程 (4.1) 的 散射 波 解 . 

现在 我 们 可 以 就 XE 员 \{0} 引入 下 面 的 量 : 

a= ”， 左 透射 系数 ， 

ar 一 ?7-” ， 右 透射 系数 ， 

b=ll? ， 左 反射 系数 ， 

berr, ARH RA. 
利用 这 些 透射 和 反射 系数 ， 我 们 可 以 改写 公式 4.1.10) 和 
(4.1.11) 为 ， 


(4.1.17) 


awh=babr +, kEN,{0}, (4.1. ies 
anh, = bjt y kE. (4.1.19) 
读者 将 会 认为 (4.1.19) 不 是 一 个 真正 深刻 的 结果 . 然而， 
这 个 简单 的 等 式 将 是 在 8 4.6 中 导出 盖 尔 芬 德 - 菜 维 坦 - 玛 钱 科 
积分 方程 的 出 发 点 . 
用 反射 系数 和 透射 系数 来 改写 引 型 4.1.1,， 得 
引 理 4.1.2 Bk ERA, I | 


TE 8 e# * © 
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i atal), dk) =a (h), 
b(W) = bi —k); b, (k) a b,(— k); 
CO WO a, hh) = A), 4.1.21) 
这 里 = f a(k}: >0, 
ene =], ake) iS + |,(k) |*=1, 
i. (4.1.22) 
当然 ， 我 们 可 以 用 物理 术语 把 (4.1.22) 中 的 关系 解释 成 


(4.1.20) 


OBER, 时 能 量 守恒 ， 


最 后 我 们 指出 ，a 和 or 的 定义 域 可 以 很 自然 地 推广 到 
C {0} wy HME k i. 
定义 MIBRkKEC,\ {0}, r- A) =L (E) +0, 则 我 们 定义 


a(k) =a, (k) =r (k) A= 0, BA, 


§4.2 解 的 性 质 


读者 将 会 记得 我 们 介绍 过 蔡 定 谓 方 程 的 两 族 解 ， 
pla, k) = Rv, bem, pile, k) =L(a, kje, 
其 中 hEEC,. 

在 本 节 中 , 我 们 将 证 明 , 在 位 势 和 的 适当 增长 条 件 下 , 问题 
(4.1.8)、(4.1.4) 和 (4.1.7)、(4.1.8) 对 于 和 工 都 是 唯一 可 
解 的 。 因 为 这 些 性 质 是 本 章 其 余部 分 的 基础 ， 所 以 我 们 将 对 它 - 
们 详细 地 进行 研究 . | 

显然 ,关于 情 和 关于 工 的 问题 十 分 相似 ,事实 上 , 就 数学 上 
说 ,关于 工 的 问题 与 关于 及 的 问题 完全 类 似 ， 因 此 我 们 只 就 关 
于 有 的 问题 作出 证 明 , 而 将 有 关 工 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

本 节 的 安排 如 下 ;首先 ,在 4.2.1 分 节 中 ,我 们 把 关于 五 和 工 
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的 问题 改写 成 积分 方程 的 形式 . 在 下 一 分 节 中 ， 考 察 这 些 方程 
的 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 。 然后 , 在 4.2.8 和 4.2.4 两 个 分 
节 中 ， 避 出 车 干 有 关 解 的 正则 性 和 渐 近 行为 的 结果 .在 分 析 中 
究竟 允许 4=0 或 #0, 将 呈现 出 很 大 的 区 别 ， 在 4.2.2、 4.2.8 
和 和 .2.4 分 节 中 , 我 们 假设 4EC4, k0. 4.2.5 分 节 的 主题 是 
RAL k= 附近 的 行为 . 最后, 在 4.2.6 中 , 我 们 考察 当 位 
Hus, OKMTSRIN RR 和 工 的 一 些 性 质 . 这 对 于 在 KdV 
方程 中 的 应 用 显然 是 重要 的 . 

4.2.1 作为 积分 方程 的 重新 表述 

我 们 已 经 证 明 , R 和 工 必 须 满足 


(i) RY’ =2ikR’+uR, (ii) L” = —6bL’+ul, 
lim R(w, #) =1, lim L(g, k) =1, 
a+ 00 _ 加 一 oo 
lim R’ (æ, k) =0, lim F’ (x, k) =0, 
E - (4.2.1.1) 


Hp kEC,, 
现在 考察 GH RAR. 我们 可 以 导出 一 个 关于 及 的 
积分 方程 如 下 .， 
设 wo 是 只 中 的 一 点 ， 将 wR 看 作 ' 非 齐 次 ”项 ,通过 初等 计 
算 , 可 得 
R(x, k) =R(a, kh) +R’ (zo, bh) {er — 1}/2ik 


+[ jug) ady, Ddy, kto, 
To y 
R(x, 0) =R(a, 0) + R (2, 0) (2— t0) 
z 
+P uw) -WD Ry, Ody, 


如 果 hEG+\{0}，| lu ldy 2， 那 末 通 过 取 极 限 
wm 一 一 co, 我 们 得 出 
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å 


Ria, D=1+| G(a, y, ROY, Pay. (4.2.1.2) 
核 G 由 下 式 给 出 . 
= E likly) Jw ulay) iX(Gz-Yy) > 
Gla, y, Bouly) fi areva Ka awena, 
| = (4.2.1.8) 
Ri, 4F=OR, RRRNHUARMRAS. 这 已 经 表明 


k=0 是 一 个 例外 的 值 ， 看 来 有 必要 在 有 =0 时 对 位 势 双 施加 更 
强 的 条 件 。 我 们 假设 


人 wilda+yDmw<ze. 
于 是 可 得 : 当 z<0 时 ， 
Rw, K) =R (æo, b+ | ul RY, Bay 
=| eR, ay, 


JoR’ (æ, K) | < trasi R, K) i} ff lug) lyldy, 
即 lim oR (ao, b) =0; 这 意味 着 ， 在 4 的 一 阶 增长 条 件 下 ， 
我 们 有 (4， 2.1.2) 那 种 形式 的 积分 方程 , 它 的 核 是 ， 
G(x, y, 0) =u(y) (@—-y). (4.2.1.4) | 
这 实际 上 是 (4.2.1.8) 中 给 出 的 Go, y, PEE O 时 的 极限 
类 似 地 , 我 们 发 现 当 
| bEC,\{0}, | Ju(y) |dy<o9, 
或 S 
k=0, {7 |u(y)| A+ |y!)dy<oo 
时 , i) AV LAW E 
L(g, k) = =1+f He, v, L(y, dy, (4.2.1.8) 
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Jep H(w, y, k) u(y) "etn dz= 4O) pwan), 


H (a, y, 0) =uly) (y- “a 4.2.1.6) 
积分 方程 (4.2.1.2) 和 (4.2.1.5) 其 至 在 下 述 意 义 下 确实 等 
HFK 及 和 工 的 原始 问题 . 
引 理 4.2.1.1 Wm REECE, uW E m=0 时 的 增长 
条 件 (4.4), R k= 0, u 满足 m=i RREH (4.4), WHR 
们 有 ， 


(i) RÈ (4.2.1.1) © MAS ORI oN BE, 4 
o> — 0 AF, FEE (4.2.1 
(i) 五 是 (4.2.1.1) Gi) WEIR OL Mf a iid BIE BE, M 
4 一 oo 时 有 界 ， 并 且 满 足 (4.2.1.5). 
引 理 的 “<” 部 分 留 给 读者 作为 练习 ， 以 使 试 一 试 自己 证 明 
jf (a, y)dy TERR BPH z 而 言 的 连续 性 和 可 微 性 的 能 力 . 
在 引 理 4.2.1.1 的 条 件 下 ， 由 练习 导出 关于 忆 和 二 的 下 
列 有 用 的 表示 式 ， 
R‘(a, k) = | eG, y, k)R(y, Fay, (4.2.1.7) 
L(x, h) = 人 Be y, L(Y, bydy, (4.2.1.8) 
JRG, E ÆG, Hf oh SR, B 
O a 
, H'(e, y, P= ugo, 
4.2.2 Imk>0, KAO HEE t po — tE 
ARARLAR HY, eons RA L YAR 
述 成 等 价 的 积分 方程 ， 在 讨论 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 时 有 很 
大 便利 . 
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(4.2.1.9) 


. 在 证 明 主 要 结果 (定理 4.2.1) 之 前 , 我 们 先 介绍 一 些 记 号 . 

我 们 定义 函数 空间 W+ AW- 如 下 ， 

WERCO) EIN E FIREN Kule, BF 
组 成 的 空间 ， 对 每 一 上 E&+ {0}, w, HATER MEM, Æ 
和 ?> 土 co 时 有 界 . 空间 W 被 赋 以 明显 的 收敛 性 概念 ， 

在 空间 W* 中 当 noco 时 的 极限 wwe 

© WREC,\ {0}, VaER, 
lim [sup | —w' (x, k)]=0, (4.2.2.1) 


我 们 用 S* MS 表示 下 面 这 些 核 ; 

S* JE RXRxC,\ {0} 上 一 切 满足 下 列 条 件 的 函数 s(%, y, 
KARR Z IERA o, y, 友 而 言 处 处 连续 ,并 满足 估 
计 

JE l v, $ y| <s (e, H), EW”, 
ERG, PES, H, H'ES*! 

可 能 有 些 出 平 意外 的 是 这 里 我 们 不 需要 用 到 &* 中 的 收敛 
概念 . 

l MAE, RETR DTA A 
HAS, 


(shu) (æ, B= |" Cz, v, Buy, Bay, 
ane sES°, wEew, 
(sw) (a, K) =Ê sle, y, wy, Day, 
sESt, wEWY, 


注意 在 这 运算 中 % 起 着 参数 的 作用 . 
不 难 证 明 , 运算 和 具有 下 列 重要 性 质 : 


(4.2.2.2) 
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ee Fi wC W sw CWT, 
Se W-—->W-. 是 连续 HY). 


ae 利 Ww E W tys, w CW, (4.2.2.8) 
, | ersW to 是 连续 的 ， 
这 些 记号 使 我 们 能 将 及 和 工 的 积分 方程 用 简短 而 漂亮 的 方式 


Jh: 
(i) R=1+G:R, G) L=-1+H3L, (4.2.2.4) 
从 引 理 4.2.1.1 @, SR RAL Yl MW (4.2.1.1) @ 
Al Gi) g HEC, \ {0} 和 


[7 lut) jdz<oo 


时 的 : ZA, EAF fe Wo 和 Wt+ 中 求解 (4.2.2.4) (i) ANG). 
现在 我 们 表述 本 节 的 主要 结果 . 
定理 4.2.2 假设 位 势 满 足 m=0 时 的 增长 条 件 (4.44). 
(a) 
pana 中 有 唯一 解 . BT FELRB TE 


. >e è> ò e © @ a > @ © @ @ 


: | pee (4.2.2.5) 
G, 由 下 式 迭 代 确 定 
Go=1, Gni = Gan, n>0; (4.2.2.6) 
同时 满足 估计 


|Gs(z, K) | < (nt) -1{Uo (2) / | ki}, (4.2.2.7) 


yep Vote) =|" lu) lay. 
(b) 
EP LEEW A SP L FR 


"U 8 © 8 @ © i © @ 8 = E O 


. © è» òo >» 
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L=SH,, (4.2.2.8) 
其 中 Ho=1, Haam Hi Hy n>, 
| Hy(@, K) |< CORLEONE 

| Vola) =|" lucy) lay. 

ee man 可 按 沃 尔 特 拉 积 分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 
的 经 典 证 明 的 思路 进行 ， 唯一 复杂 之 处 是 积分 区 间 的 无 界 性 . 

我 们 将 给 出 这 定理 的 部 分 (a) 的 证 明 , (ASE RAISE BR F hi 
这 个 可 用 初等 方法 证 明 的 结果 . 

引 理 4.2.2.1 aa ">0) 是 下- 中 一 个 序列 , 它 使 


G: Sli ETY In 
ai Èn- 3 G'2 9, 


“这 引 再 的 证 明 十 分 容易 ,我 们 将 它 贸 给 读者 
定理 4.2.2 的 证 明 ”我 们 利用 对 mw” 而 言 的 归纳 法 来 证 明 
(4.2.2.7) 中 给 出 的 估计 ， 当然 (4.2.2.7) 在 mn%=-0 时 是 得 到 满 
足 的 ， 对 w>0， 我 们 发 现 
{Gasi(@, £) |< in Ga, y, k)Galy, k)dy 
|w(y) |, 1 fUo(y) |* 

<|. rk H a dy 

a TOTO 


-EDTIT U ow)} "+ P 
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接着 利用 (4.2.2.8) 和 引 理 4.2.2.1， 可 知 对 一 切 m>>0。 
G E W-, FBT R=3)G, CW", 3¢ E 
R= nG, = Š G,=R-1, 
因此 ， 如 同 (4.2.2.5) 那样 定义 的 RERE (4.2.2.4) AR 
MEW- pist, 
MERR B E (4.2.2.0) £W pA Pe. TE 
v=R-Ř WE: 
v= v, 
定义 ， 
M (zo, k)=sup ‘v(x, k)], 
当然 ,由 于 EW-, M (wo, k)<oo, 
利用 对 % 而 言 的 归纳 法 ,容易 证 明 , 当 2<zo 时 ， 
[vz, k) | <M (a, k) {Uo(£)/ikl}"/ (n!)., 
这 意味 着 在 (一 00, zo] 上 vle, k)=0, 但 是 OER 是 任意 的 。 
因此 我 们 可 得 结论 ， 在 只 上 v= 三 0， 这 就 证 明了 (4,2.2.4) O 
WEW- 中 的 唯一 性 . 
有 关 导数 RAL 的 下 列 结果 也 是 有 意义 的 、 我们 可 以 重 
' 新 将 (4.2.1.7) 和 (4.2.1.8) 表 示 成 
R'=@';R, = H's, (4.2.2.9) 
因此 ， 这 些 导数 可 以 用 级 数 的 形式 给 出 . 


R= DG" GD’ = > HYH,. (4.2.2.10) 


当 kECi\{0} 时 的 这 些 表 达 对 我 们 下 面 考察 这 些 函 数 的 渐 近 性 
是 有 用 的 . 容易 证 明 
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AEN DIS Gel 0 
: iE UG, 
(HIH) (e, DI< ni DD RRR 
hye Waar 
读者 将 注意 到 (4.2.2.7) 和 (4.2.2.8) TAT k=0 
时 的 恶性 奇 点 ， 但 是 我 们 将 在 4.5 中 看 到 及 和 万 在 1 一 0 时 的 
行为 通常 要 比 这 些 估 计 好 得 多 . 
423 Imk>0, KEz0 时 的 正 刚 性 
至 此 ,我 们 已 经 证 明 关 于 R 和 荆 的 问题 是 唯一 可 解 的 ， 按 
微分 和 积分 方程 的 数学 理论 方面 的 传统 做 法 ， 人 们 接着 就 要 所 
出 问题 :这 些 解 的 正则 性 如 何 ? 这 里 , 对 而 言 的 正则 性 特别 令 
人 感 兴趣 . 
我 们 将 证 明 下 列 结果 : 


定理 .2.3 设 位 势 u 满 足 0 阶 增长 条 件 . 二 是 负数 及 
R. R" "URL, Z L” 


oy a “@. T Se SS oe E Rs Oe i Ie S 


LARA RKANRE MORRIE 

R R 和 五 J 对 于 每 一 个 z< 只 AC, EM kma RT 
性 ， 在 我 们 导出 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 -- 玛 钱 科 积分 方程 的 过 程 中 起 
着 不 可 缺少 的 作用 ， 这 是 由 于 我 们 把 复 积分 和 柯 西 留 数 计算 用 
于 一 些 会 有 这 些 函 数 的 公式 的 缘故 ( 见 $ 4.5). 

ciara hia cat desta 

定理 4.%.3 的 推论 


考察 了 - (E) =l (h) =a {RLI -LR + 2ikRL} 和 一 ar 


a, EC, E k WERA, 它 的 极点 就 是 了- 的 零点 . 此 外 ,7- 在 
C OH 上 连续 ,or 在 CATO, r 的 零点 } 上 连续 ， 
在 证 明定 理 4.2.3 之 前 ,我 们 先 推 导 一 个 有 用 的 引 理 ， 
EM: Wa={wEO0RxE,) j w 对 于 每 一 个 你 ER， 
FEC, 上 对 % 而 言 是 解析 的 ， 并 满足 
| fw |en=sup sup |w(a, bk) | <o0 (4.2.3.1) 
对 一 切 紧 子 集 玉 CCE+ 和 一 切 ecE8% 成 
立 }， 
当然 ,我 们 赋予 机 mm 的 收敛 性 概念 是 由 半 范 数 系 统 | + loves 
a€h, KCE, Ham; XEK 是 (4. 2.3, PSE 


Po 


果 AEW, ae Wea tt 
(4) h, m>0, (4.2.3.2) 
Gh, G'Sh, Gih, Gch, (4.2.3.8) 


进一步 ,我 们 还 有 TRO 


oh 
(Yh L QA 
a (Gth) Gsh -4 Gà Bh’ 


Eam) 一 GO 二 GT 2, aa 
引 理 4.2.3.1 的 证 明 我 们 着 重 运用 下 列 熟知 的 事实 ; 
(i) 设 {gw mE N) 是 度量 空间 V 中 一 列 有 界 连 续 函 数 ， 并 

且 对 的 上 确 界 范 数 而 言 具 有 柯 西 性 质 。 于 是 在 中 存在 唯 

一 有 界 连 续 函 数 9， flim gn 一 9 在 六 的 上 确 界 范 数 意义 下 成 立 


(参阅 鲁 定 (1964), 定理 7.12, 186 页 ). 
设 {gn;nER} 是 空间 E 上 一 列 趋 向 于 次数 g HN 


- g4 . 


ma. 于 是 9 在 GE+ 上 解析 ,并且 微分 和 极限 过 程 可 以 互 换 ( 参 
pa E15 (1973), 第 七 章 , 147 页 ). 
自然 , 引 理 4.2.3.1 中 部 分 (a) 是 GD 和 (ii) 的 直接 推论 . 
(4.2.3.2) 的 补充 说 明 


BAE ATEEN, (E) AHE C, ER k TRT we 


析 的 .其 他 要 求 容 易 得 自 柯 西 公式 : 


Oh Poe ern Df h(s, 2) g 
ok™ (a, ko) m! (22%) skot) Gh 


其 中 y(ho, ©) 是 围 道 {z| jz 一 如 | =e, 0<e<Im ko}. 
(4.2.3.3) 和 (4.2.3.4) 的 补充 说 明 i 
我 们 注意 G、G' 和 Gr, G. 具有 有 下 列 性 质 ， 它 们 在 y<o 和 

ECC, 时 ,对 z. g, k TRE, E o, y 固定 时 ,对 大 而 言 解析 . 

同时 ， 它 们 在 y<z, kEC4 时 用 oy FRR AM 

由 OCH). July) | 来 估计 ,其 中 OC) 在 G+ 上 连续 并 取 正 值 . 
不 难 证 明 , OCF) 可 分 别 取 下 列 值 ，|4| -也 5 mka, 

(elm k), 

(4.2.3.1T) 式 的 估计 对 于 (4.2.3.3) 中 提 到 的 每 一 函数 都 成 

立 , 这 一 点 已 很 清楚 了 . 

”考察 G4 的 情况 . 我 们 有 : 


GC, v, DAY, 月 看 = lim | Go, y, Ay, Poy 


ER RC, 中 对 a, kG A OURE. 
， 而 且 , 有 


fa, y, DAY, pa- lim TG, vf, DMT, Dh, 


其 中 黎 曼 和 式 在 紧 集 ORXC, HX (w, 他 而 言 一 致 收敛 . 
RAMADOAG), VER Gsh 属于 Wa。 交换 微分 和 极 


“se B5 o 


PRAY IL, 又 可 知 l 
Fo 
Ok E (x, Y, k)h(y, k) dy 


=|- Gle, y, BAY, 及 ja 
BY (4.2.3.4) Rep B— AI Awe, 
其 他 情况 都 可 以 用 炎 似 的 方法 处 理 . 
有 了 以 土 准备 , 定理 4.2.3 的 证 明 就 不 难 了 . 
定理 4.2.8 的 证 明 (11) 的 证 明 我 们 使 用 (4.2.2.5) 式 中 


关于 如 的 级 数 表示 : R=D G. 其 中 的 Gy 由 (4.2.2.6) 和 迭代 确 


定 ， 并 且 满 足 (4.2.2.7) 的 估计 . 反复 运用 (4.2.3.3)， 可 知 
GE 由 mm 利用 (4.2.2.7) 的 估计 ， 并 结合 引 理 4.2.3.1 的 部 
分 (a)， 容易 知道 ROW a. BoM (4.2.2.10) 可 知 R'=GR, 
所 以 从 (4.2.3.3) PMR CWa, RE, MANMADE 
(4.2.1.1) (i) BH RB" Wa, 

(i) 的 证 明 

虽然 人 和 《ii) 的 证 明 思 路 相似 ， 但 (iD) 的 证 明 比 (ii 的 证 明 
容易 得 多 . 现在 把 它 作为 练习 留 给 读者 . 

污 者 也 许 会 注意 到 , ,我们 在 上 面 证 明定 理 4.2.8 时 并 没有 
用 到 引 理 4.2.3.1 的 全 部 内 容 ， 从 (4.2.3.2) 可 知 , R RA 
Rl 的 所 有 对 的 导数 都 是 Wi 中 的 元 素 . 

与 定理 4.2.3 中 模 类 似 的 补充 也 可 以 对 荆 给 出 ， 

4.2.4 渐 近 行为 - 

到 此 为 止 , 我 们 的 注意 力主 要 放 在 R 和 工 的 比较 抽象 的 性 
质证 而 ,而 对 于 如 和 石 的 明确 行为 尚未 详细 地 研究 。 下 面 的 定 
MCT RRNA, 


-gG 。 


(a) |k\—roo 时 的 渐 近 性 


ee 


(4.2.2.5)、(4.2.2.8) 和 (4.2.2.10) 中 的 级 数 R=> G, 
i-> Ay. R=D GG, fil L= SHH. ER |k] 时 对 
wER a ed 其 中 第 % 项 的 阶 是 el”, n 


”+ ù č ò + o o  & 
. 1 © è e « 
. > è ò œ% 
. e è ò * 
. > >» è> >» > 
. è © © è% è> è * ò% ù © @ 0 + 


lim R(w, k) =r_ o lim R’ (a, k) =0, 
s-ro w+o0 


lim L@, k) =l, (4), lim L(x, k) =0, (4.2.4.1) 


akr a awe Be om fe ra oe See E Ue S, 


EPT 2.4 的 证 明 “(6) 的 内 容 是 (4， 2. 2.7), (4.2.2.8) 
A (4.2.2.01) 中 给 出 的 估计 的 直接 结果 .《〈b) 的 第 一 部 分 也 是 
如 此 ， 

为 了 证 明 (b) 的 第 二 部 分 , 我 们 首先 注意 到 在 Rx +\{0}) 


EIRG, 4) |<oxp(4/ |F|), Hp A= f” lu) 2y， 这 意味 着 


WF Im b>0 M 2>0, # 
|B’ (a, k) |= | (G+ R) @, k) | 


< 
<o A ,le lay 
é perme f" P u(y) ja}. 


e 87 « 


可 见 lim R’ (z, k) =0 ERR CO, 上 一 致 地 成 立 . 

我 们 也 有 ; 当 o> 时 , RL’, LR’ fil R(L-1) ERR CO, 
xd FH RBI, 

给 果 得 ， 
r_(k) =lim| {RL — LR’ (x, kY 
PREV, b) + RG, k) | 
lim R(x, k) 

ERACE, 上 对 kit BR. 

我 们 继续 介绍 一 个 重要 的 注释 ; 公式 

ts(BF lim R(x, k), Im k>0 

HIR r- (E)E It k>0 时 的 另 一 个 很 有 用 的 特征 ， 这 一 特 
征 能 用 来 推导 下 而 的 绪 果 . 


| BBE. EO wR OB ICR. A REC,\ {0}, 我 
neat 


rh) = i-r E u(y) R(y, kdy, (4.2.4.2) 
引 理 4.2.4. 工 的 证 明 EEO, 利用 关于 REBIN 


ee, RNA 
r. (k) =lim R(w, k) 


-lim {14i | u(y) C0- RY, Day}. 


|f aca emmy |< f"_|u(y) ozm s dy, 


* &B o. 


可 得 - ，、， im|| u(y) em way| -0 


(与 前 面 给 出 的 | k) | 的 估计 式 相 比 较 )， 因 此 , (4.2.4.2) 
对 于 VECG+ 成 立 。 然 而 ，(4.2.4.2) 两 边 在 C OO EX kmg 
都 连续 ( 见 定理 4.2.3 及 其 推论 ) .我们 由 此 可 得 结论 :(4.2.4.2 
WW k EC {0} 都 成 立 . 

BRT (4.2.4.1) dp, RNB KEN, k#0 的 条 件 下 RCz, k) 
FE o> BY A L(a, k) a o 时 的 渐 近 行为 说 明 如 下 。 

定理 4.2.4 的 推论 1 

`. Ræ, bP) =r Ch) +r. (be 4-0(1), 24 2-00 时， 
ae k) =l, (k) +1_(k)e"***-+-0(1) , 4 a> — oo 时. } 
(4.2.4.3) 

事实 上 ， (4. 2.4.3) RUE (4.2.1.2) PRADA RA RAL 
改写 的 结果 ，。 阶 的 符号 " ERR CR\ {0} 上 对 % 而 言 是 一 到 
地 适用 的 ,… 
”可 以 证 明 ， 把 (4.2.4. 3) 中 给 出 的 新 过手 与 关于 .RB 和 工 的 
积分 方程 绪 合 起 来 , 将 导出 下 面 的 引 理 , 这 是 一 个 很 好 的 也 是 比 
较 简单 的 练习 . 

3) 32 4.2:4.2 E NR u mie 0 On EHH 则 对 于 


人 ni ~ a ewu (y) Ry, Day, 


(4.2.4.4) 
LBD- DL Day, 9 
最 后 ,我 们 以 引 理 4.2.4.1 MER 4:24 HI) 的 一 个 
明显 推论 来 结束 本 节 .， 


heute 2 的 推论 2 wR um B OME Kt AB AK 


. 9 è% è» òè o ò o o o 


ri =i- | udto (r). (4.2.4.8) 


425 k=0 附 近 的 行为 

如 果 我 们 假设 位 势 满 足 较 强 的 增长 条 件 , 那 末 考察 BR 和 
工 在 b=0 处 的 行为 就 是 有 意义 的 ， 在 那里 , 这 两 个 函数 都 十 分 
EM. 这些 结果 可 精确 地 表达 如 下 : 

定理 4.2.5.1 人 TENE 0 


. . © © è% è ò >% 
. @¢@¢ è% è% >» 
O FR ee OE ee i, De a 


i rn aa 
. T ioii ue R; Be. Ry AL Ly, Lis, 


ee e¢© # # * #8 8 8 


Paks ANEB, pe A 


t, =max(0, x), z_=max (0, —s), sER, 
Us = f" lu) | iyl*dy, k=0, 1, 2, 


我 们 将 以 明显 的 方式 把 运算 ?和 :的 定义 扩大 到 函数 EW 名 
HCS, Hp Wi MSEE WA S 将 参数 空间 C+\{0} 
用 &+ 代替 后 得 到 的 ， 

-利用 %<z, REC, 时 的 下 列 估计 式 : 
[G(s, y, k) |< luly): (jy! +e), 
\@ (æ, y, k) | < |u(y) |, 
[Gi(%, y, k) | <lu) | Cy) +e)’, 
1Co, y k) |<2luly) | Cyl +e), 


(4.2.5.1) 


e 90 。 


FATA, MIRO], MA’ ES MRO), WA, GE€5S5， 如 果 
[2], W] GESS, 这 里 [ 妇 是 一 个 缩写 3 符号 ， epee rn 
长 条 件 . 

当然 ,关于 H, A’, A, 和 .有 i, 也 有 类 似 结果 . 

进而 不 难 证 明 , 当 W*, S* 由 We, Sé 取代 之 后 , 可 以 给 出 
类 似 于 (4.2.2.3) 和 引 理 4.2.2.1 的 结果 . 

定理 4.2.5.1 的 证 明 (a) 现在 可 以 与 定理 4.2.2 的 证 
明 完 全 类 似 地 来 证 明 (a) 的 第 一 部 分 . 关键 性 的 一 点 是 寻找 一 
个 在 《=0 附近 也 适用 的 关于 G 的 估计 ， 

证 明 

Gu 人 we, D1< {U0) +24+Uo(a)}* (4.2.5.2) 
是 一 个 很 好 的 练习 . 
关于 (a) 的 第 二 部 分 , 可 如 下 进行 ; 

Gi) 归纳 地 证 明 G,CCHxe,);, Gi) Hx, WA. 2.5.2) 
可 知 RCO(RXC,); Gii) H R’=@’)REC(RxE,); (iv) 
最 后 由 于 (4.2.1.1) Gm R”’ECC(RxE,), 

进一步 的 细节 留 给 读者 去 研究 . 

O) 现在 考察 及 E 琴 二， 我 们 将 证 明 Ry TUM RC, 连 
-  SEMERD 外 xG+。 在 方程 (4.2.2.4) G): RIG Rp, GH 
PNT kM}. RIH (4.2.8.4), ERC, A . 

RQA RIGAR. . (4.2.5.8) 
关于 R HAT BRC, H EE Wo 中 是 唯一 地 可 解 
的 ; 

我 们 求 得 : 

R= 3S Bese, 
"3 (4.2.5.4) 
Reo Gtk, Binti—= Ge Rin, WO; 


o Sfo 


| Ry,» (@, 2 | < 二 ar Us (a) 


e, Uo(2)}"M (a), (4.2.5.5) 
其 中 
M (x) =sup sup| (Get BR) (y, k) |. 


其 次 可 归纳 地 证 明 Ren CO (RX C,), 
因此 从 (4.2.5.5) 得 RECRE). 
. H (4.2.2.9) PR XK R 一 GOR 对 到 微分 ,利用 (4.2.3.4) 
WIZE RXC, LAM FRA, 
R, = Gis R+G'? Ry. (4.2.5.6) 
这 就 证 明了 RWS, 可 以 延 拓 为 一 个 属于 ORC.) WER. 

再 利用 (4.2.1.1) G), (b) 的 证 明 就 完全 了 ， 

对 于 定理 4.2.5.1 中 的 (b) 部 分 , 我 们 要 求 位 势 & 满 足 二 阶 
增长 条 件 ， 我 们 在 这 里 导出 (b) 部 分 结论 的 主要 原因 ， 是 为 了 
表明 关 于 位 势 增长 的 较 强 条 件 是 如 何 影 5 响 b=0 处 解 的 正则 性 
的 。 定理 4.2.5.1(b) 的 一 个 推论 是 定理 4.2.8 的 推论 的 下 述 
扩展 ,这 个 扩展 将 在 §4.5 中 起 着 重要 作用 . i 

,定理 4:2.5.1 的 推论 如 果 避 满足 二 MEME 3 那 末 透 
ee Gr, E b= 0 处 连续 . 

定理 和 .2.5. 1 的 推论 的 证 明 利用 定理 4， 2 5. 1(b), 我 们 
PARTHA hy 的 朗 斯 基 行 列 式 

Soe Wh) = bab, ~ Wap, = RL’ — LR +2ikRL- 
fb REG, EET AHR a. 

HE (4.1.16) H, RATA W (k) =2ikr. (k), Alt, 可 以 将 
k=0 附近 的 r- (从 按 下 述 方式 进行 延 拓 ; 


ale Or +3. FO +E), 


wee), E. lim w(k) =0, 


Imk. Pedy 


HF (4.1.5), RANE BER ME A |r_(B) | >I, KERA, 
O Re WO) +0, G) 或 者 TO) #0, WO)-0, 


在 这 两 种 情形 中 a =b E k-o 处 都 是 连续 的 。 差别 是 在 + 
中 当 4->0 时 ,关于 情形 () 有 (D>0; 关于 情形 (我 们 有 
ati o, 


同样 可 以 对 RL R, D LWA AEE 
Rx Cy 上 都 适用 ,因而 特别 地 在 40 附近 也 适用 的 比较 满意 的 
ne 

zat 2.5.2 Lo a et 那 未 存在 一 个 


ine B Jaita 
|L(s, k)|<B(1+z_), 


[R (z; k}|<B, (4.2.6.7 | 
|Li(@, k)|<B, at 
4.2.5.2 0 我 们 首先 估计 IRG, DI. 


mE, i 
i. wa) 1+ ym) diy 


4 TPM RIE “ 


R(z, aoe k) + (TR) (s, ), aż 5 8) 
其 中 


1e doa fo migt al D, yg 


e 08 a 


(TR) 人 b= |" {ug |e” de} Ry, dy, 


一 定义 Vo= {v EC (eo, oc) x €,) [sup sup 1%. BI 
cE, vzro L+ (yY — £o) 


=|)vlo<o0}, 
则 Fo 对 | 46 而 言 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 .， 
HR, g 是 Vo 的 一 个 元 来 , 它 的 范 数 
lglo< sup {IR’'(z,, k) |+ R(T, k) |}. 
T FER Vo EA Vo Hari F. 下 面 的 讨论 证 明了 T 了 的 范 


数 ( 即 cept lest vlo) ANT 


| (Po) (a, as Ina) |e w) lolu, lay 
<| v fo(e—ae) |" |u(y) | 1+ (y 
=a) dy <5 iv lo(@— 20), 
因为 ~ (1 一 0) g RAM 
|Rio<2] Glo. (4.2.5.9) 
利用 (4.2.5.2), 容 易 证 明 
sup sup | R(e, k) | <exp (U1 (zo) + (to) +Uo(%0)) .. 
R' 一 GR 这 一 关系 导致 
sup sup| R'(%, k) | <Uo(@o)exp(U1(%o) 
+ (£o) +Uokzo) ) . 
这 些 估计 与 (4.2.5.9) 结合 起 来 可 得 所 和 需要 的 对 的 估计， 对 
HE AUST SLOT MK R -OR 这 关系 得 出 ， 
在 结束 本 节 时 ,我 们 要 指出 ,如果 《 满足 一 阶 增长 条 件 ， 那 
来 (4.2.1:D) 中 规定 前 关于 R, R, LA E 的 极限 在 E+ 上 是 一 


« Sh 。: 


致 的 ， 这 就 改进 了 定理 4.2.4(b) 的 第 一 部 分 中 所 给 出 的 有 关 
结论 . 
4.2.6 与 参数 有 关 的 位 势 
PRAT KAV 方程 (或 田 外 某 一 个 与 时 间 有 关 的 方 
程 ) 的 解 当 作 葵 定 词 方 程 的 位 势 ， 这 时 自然 要 考察 与 参数 
#E [To, Ti] 有 关 的 位 势 w(w, t). MR, ANRA RA La 
.这 个 参数 二 有关， 
很 容易 得 出 下 列 结果 ; 
| 定理 4.2.6 (a) 假定 
uEO(RX [Fo, Diy; „max vas t) | <u (a), 


e.e YYW: ¢ 
. e «© ss b œ 
. e¢ ee a © 8 ® e es @ ee 'e# i @ @ @ 


“0. BERTO PHREN 还 有 
WEO(R X. Po. Ti), mar le (œ, IO i 


R, È, Ri, L,, L, LEON (€ \{0}) x KA T). 
而 且 当 ww， t 固定 时 ， FEREC. Sa k 而 言 是 解析 的 ， EN 


定理 4.2.6 的 证 明 (ta) 可 与 ae rT ae 

证 明 完 全 类 似 地 证 明 ， 唯一 的 区 别 是 这 里 所 有 的 浮 数 都 与 艰 数 
tA. AN, MERKRA u HM vw 的话， 重要 的 估计 式 
(例如 tt:3.2. 鸣 ) 仍然 适用 . j 
(b) URE A AEE EG, of tit -= ae 
“dF 


2a COME (EN {0}) x [Po Pal), 

并 证 明 我 们 有 下 述 估计 ; 

| Ve s (x, h, |< 十 Haal, (4.2.6.1) 

其 中 ， 
' Dawe [LW [+ lea) Dey, 


利用 关系 式 
BG es ~ SG, +a ee, 


一 


可 以 得 出 (4， 2.6.1) 中 的 估计 ， 现 在 很 清楚 , RSG, 对 可 
2B 2s CoH x(C.\{0})x [Po Ts]), 利用 R' 一 GR 


on 2.1.1) (i) AAR, RECN x (Ei\ {0}) x [Po, 11) 
也 成 立 。 证 法 完全 与 (a) 类 似 . 

如 果 在 定理 4.2.6 (a) f(b), RINK u Mu EROH 
增长 条 件 , 那 末 这 些 结果 还 可 以 加 强 。 由 此 得 知 R, 工 和 它们 
的 导数 ， 

Qitistds 
. OxOkOt ? 
其 中 
. li1=0, 1, 2; 12=0, 1;13=0, 1, 
都 是 空间 OR x (Er\ {0}) x [To, V1] ) 的 元 素 . 

.在 $4.8 中 , 我 们 将 证 明 ， 如 果 久 满足 Ga) 和 (b) 中 的 条 件 ， 
BL AE DR IE LF AG TF AE AE 
| | 


* 96.» 


l 2 
TES Lz (R) Eo ga t 的 请 


我 们 考察 定义 域 是 HER) = {YE La) |Y” CLa(R)}, FH 
满足 方程 Ly=-P'+upHATL, EBVEHIM LYE 
Dy (R), ZAE FA u AE, 见 (4.2) (4.3). YR, L 
是 希 尔 伯 特 空间 LR) 上 的 无 界 算 子 ， 而且 工 具有 一 些 良好 的 
性 质 , 这 些 性 质 对 谱 分 析 来 说 是 重要 的 ， 我 们 将 证 明 工 是 封闭 
的 和 对 称 的 (关于 这 些 概念 的 含义 , 见 加 茧 (1866) ) 

BE Ce, o 和 | .| 是 LR) 空间 上 通常 的 内 积 和 范 数 , 关于 封 
闭 性 我 们 证 明 如 下 . 假定 WEHEN), EMR, 4 noo BF, a> 
PEL R), Ipwp ELN). FÆ pi i La (R) h He A E 
列 , 它 的 极限 是 wy 一 $， 但 是 在 分 布 意义 下 , n> 时 py” 
成 立 。 利 用 分 布 极限 的 唯一 性 ， 我 们 知道 WELs(R) 和 由 一 
up-p. Ait pe AiR) 和 Ly=¢ HERL. 


了 的 对 称 性 的 意思 是 T 

. 《Ly, $> =<4, Lo», Yo, PEHA). (4.3.1) 

这 是 容易 用 两 次 分 部 积分 来 证 明 的 . 
(4. 1) SB EE EE 与 谱 方程 

(研一 水 =0 43.2) 


有 了 明显 的 联系 . 通常 对 于 闭 算 子 ( 见 吉田 (1974), 209 页 ), FRAN 
定义 一 个 预 解 集 pL) 作为 E 的 子 集 , 对 于 组 成 这 子 集 的 那些 
入 而 言 , 算 子 工 一 和 是 一 一 对 应 的 身 上 的 (injective 和 surjeo~ 
tive), 并 具有 有 界 逆 算 子 .。 因此 ,和 Ep(Z) 意 味 着 问题 

(L—v) b=f (4.3.8) 
对 每 一 AE S E La) WA RAM —M HEHE), 这 个 解 
满足 估计 式 
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lyi a) ifi, (4.3.4) 
其 中 常数 CO) 与 了 无 关 . on: 
m he 211 页 的 定理 1 表明 CL) 是 E 上 的 开 子 
` 预 解 集 的 补 称 为 工 的 谱 ， 记 作 o(L), 
”要 使 AEG(D), 一 个 充分 条 件 是 在 HN) 中 存在 一 个 序列 
Wi NEN}, HH ynl #0, YEN, 并且 
tim {| (L—2) pal /ynl} =0. (4.3.5) 


对 自 伴 算 子 而 言 ， 这 个 条 件 也 是 必要 的 (参阅 吉田 (1974), 318 
页 ). 
MAC o(L) 是 工 的 特征 值 , 即 方程 (4.3.2) 关 于 这 个 入 有 非 
平凡 解 EH3(R) 时 ,产生 上 述 条 件 的 一 个 特例 . 
如果 距离 Qo, o (L)\ {26}) >0, BEM ho Eo (L) IKNI 
W. RNB IPo (L) 定义 为 (了 ) 的 子 集 ， 它 由 一 切 孤 立 特 征 
值 组 成 .由 于 工 的 对 称 性 ,所 有 的 特征 值 都 是 实数 . 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 用 散射 系数 y- KEREL), olL) 
和 IPo(L)， 
定理 4.3.1 设 位 势 % 满 足 0 阶 增长 条 件 . TË: 
(i) p(L) ={AEC|A= k, HIP KEC,, Hr- (E) +0}; 
(ii) IPo(L) = {MEE a= 12， 其 中 kEG,, H r_(k) =0}, 
此 时 ， 对 某 个 1>>0， 有 IPo(L)c(- 一 7， OCR, 
(iii) o(L) =IPo(L) U [0, oo) CR, 
(0, 29) PRERE. 
3X ne BAY) EB 5c Ze 2k FRA EB Td SP SY EB 
dy Al Yr 的 一 些 性 质 . 
我 们 将 证 明 分 为 (e)、(b) 和 (c) 三 步 来 完成 ， 


~ SB = 


-y 


(a); Am ke, HREEC,, Ar (k) #0, - 

这 时 ; ti (w, ALY, (2, 2) AA REE} RIE A 
W, WR -o Ala >+oo, w(x, 有 分 别 指数 式 地 增长 
FEM, (a, 有 分 别 指数 式 地 衰减 和 增长 ， 见 (4.2.4. 了 ) 式 . 
KEREL- oE Z HR) p iR. 

我 们 用 下 法 为 算 子 工 一 和 定义 一 个 格林 斯 核 : 

we apt, 
Gr(w, &,/)= D R k) L(a, pe, a >é, 


(4.3.6) 
其 中 
D(k) = (2ikr_(k)]-2, 


FUMI (4.2.2.5), (4.2.2.7) MI (4.2.2.8), 可知 Gr(w, €, B) 
满足 估计 

|Gr(o, €, k)|<A(k) exp(—Imk|a—€|), (4.3.7) 
其 中 

A(#)=|D(#) | exp (2 f” lug ldu/1E)). 


。 BBE A (L— 2) p= f O (4.3.3)) 有 解 。 
人 =f" Gre, £, DSO, 4.3.8) 
这 里 EDo= (KEON) | 支 集 (4) 是 紧 的 }. 
这 个 解 满足 估计. | | 
TOI A (489) 


HPRMO(H)>O, 
“这 个 估计 是 非 平凡 的 ， 它 的 求 导 过 程 如 下 ， 在 计算 中 设 


B= Ah)’, a=Im k, $i 


we DB f eee “ed! OLLA 


“利用 


egg 。 


一 


one gn fi Fa! (| &-— él +2), i 
BAG. | 
We Bf” [ere 1ei el + 4)1 /CD FG) Ieee 


-2 Bf f i(2)ni +2) CHEE- n) ral 


-2 Bf” om (Ain +2){f"_ IFCH- län}at. 
Hi RRERER, 我 们 有 
Ji WED ldo iP 


因此 ,得 
ie Fhe2 Bl” e» (2 in ++) dn, 
FH (4.3.9) RE. | 
现在 已 很 清楚 , WC HBR), It AA IU BE HGH) 中 
无 解 ， 所 以 由 是 方程 ( 卫 一 2) 峭 = f EH) ah A — 
利用 Do 在 La( 和 0) 中 稠 这 一 事实 , 我 们 可 以 将 这 些 结果 扩展 
到 一 切 fE Ls(R), HF 4.3.3) M(4.3.4) HR, A 
引 理 4.3.1 pL) (ACC|A=#, Hk EC, H r_(h) m0}, 
(b); A=, ftp k CC, H r_(k) =0, 
在 这 种 情况 下 ， 几 与 由 成 比例 . 这 可 由 下 法 导出 . 设 


wo ER, BE >r BEL (o, k) >t, FE pla, K) Mia, k) 
=h (o, OS pE D de 是 检定 询 方 程 在 o> 时 的 线性 无 


关 解 . 因此 当 TPM 时 ， w(x, k) = anh (a, P) + Bhn(a, 办 ,其 中 
a, BEC, td 
如 果 BAO, 则 当 wo BY, |W, (2, k) | >C exp(Im hem), 其 
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中 常数 C>0 . 但 是 ，| 山 (z, E)|=|R(, k)lexp(m kee), m 

且 由 于 (4.2.4.1)， lim|R(g, k)| =0， 这 就 产生 了 一 个 矛盾 . 

因而 当 e>a R}, pC, k) = ape, 有 ,但 是 这 样 一 来 ， 这 结论 

必然 在 整个 中 上 成 立 . 
我 们 断定 由 HE (L— A) b=0 的 一 个 在 两 个 方向 都 指数 式 地 

BURR, 即 入 是 特征 值 , Wo, ETE A CHER), 这 意味 着 

入 是 实数 , kein, 其 中 ER, w>0, 所 以 有 

X 一 一 AH2<0， ， (4.3.10) 

HHG. 2.2.5) (4.2.2.7), 我 们 得 到 


k)>1- oe exp (mi) 


Fh. ee : 
. Uo= = fede. 
”将 这 个 估计 式 和 (4.2.4.1) 结 合 起 来 , 可知 K>, H. 
|r- (k) |>1/2, 当 HSE IN. (4.3.11) 


因此 ， Er E, 则 ， is 
>-9. (4.3.12) ， 


”最 后 ， 我 们 知道 os 上 解析 , BD 7-H AE SETAN 


FRY, 再 由 引 理 4.3.1, 我 们 可 得 : 


引 理 4.3. 2 1. IPo(L) > {AEC |a= P, ip REC, H 


-q BY=0}, 2. {KECA Rh EG, Hr- (+)=0} €. 


'{~Q, OCR, 
(c); A=, Rh EER, b40, HAC ©, co) CR, 
. :在 这 情形 中 ， tb, Al be FET FB (L— Ay =O 的 两 个 线性 无 关 
#. 这 两 个 解 在 e> 时 发 生 振 荡 ， 因 此 ,入 不 可 能 是 特征 
i. 但 是 ,下面 的 推导 表明 依然 有 Eco(Cz)。 
设 是 一 个 截断 函数 EC” (CR), 
“101 


1, 2%4[a! <i Ry, 
x(a) =] iid ae 


0, Xjes 22 af, 

因此 在 关上 jx(z) | <1, 

FEM Xn Ytn—x(=). 

考察 序列 a= Wet, nEN, 显然 

ll too, nt cont, (4.3.13) 
由 简单 计算 可 知 
(L=M) prz — [hx + 2 xn). 
现在 我 们 有 | 
dex + 2.x, | =0, 在 [rm 2n] U[—2n, —n] 24}, 


(pitaya <LO, tln, 20] UL-2n, -Z 
ECO RM. 
由 此 可 得 


IZ- -Dhul = ai +f") Jii t+ 24nn lda 


ee On| 全 + ) 坟 m 


<40 (k) /nm. 
lm|(L-NDhl-0. (4.8.14) 


由 ; 于 (4.3.5) 式 ,我 们 有 和 Ea(CZ)! 因而 有 > 
512 4.8.38 oon, R, 不 包含 特征 全. De 
注 痊 到 既然 o (LD) EMM, BK OCo(L), 至 此 ,定理 4.8.1 
TE, 当然 ,因为 0 是 (也 ) 的 非 弧 立 点 ,所 以 OF IPo(L), 
定理 4.3.1 表明 c(Z) 谱 中 的 和 与 本 章 引 言 中 所 指出 的 具 
有 物理 意义 的 谱 参 数值 是 相当 一 致 的 . 
1O2:。 


六 此 


由 定理 4.8.1 WT LE A, SmE), 定理 
8.16, 271 页 。 当然 也 可 用 其 他 方法 来 证 明 工 的 自 伴 性 ,例如 用 
.加 菩 书 中 第 五 章 $5.2 和 8 4.4 定 理 4.3 中 所 给 的 理论 来 证 明 . 

由 于 工 的 自 伴 性 , 可 知 (0, oo) Co (DD) 由 所 谓 连续 谱 组 成 
参阅 吉田 , XI.8, 定理 1. 

到 目前 为 止 ) 还 不 清楚 和 =0Ec(D) 究 竟 是 不 是 特征 值 .如 
果 w 满 足 一 阶 增长 条 件 ,利用 8 4.2.5 的 结果 容易 证 明 0Eo(L) 
不 可 能 是 特征 值 

在 这 个 条 件 下 , [0，co) 中 的 一 切 都 由 连续 谱 组 成 . 

定理 4.3.1 的 一 个 有 用 的 补充 是 | 

推论 4.3.1. 每 一 个 特征 人 A=—WEIPo(L) EUAN. 


eta a a it, Dba , De 
Sep ak) ER, a(k) #0, 
证 明 是 初等 的 ， 我 们 将 它 留 给 读者 ， 
下 面 ee piel 
定理 名 如 来 满足 一 阶 增长 条 件 ， TERMIEN ; 


.'. oe è © è% ò @ 


i NA2+ a yl uc) La (4.9.80) 


ems. 3. 8 的 证 明 这 一 结果 的 证 明基 于 一 个 我 们 在 下 
， 面 中 给 出 的 所 谓 比 较 定理 ， 在 (ii) 中， 我 们 将 这 个 比较 定理 
BAU RELA EE. BUR, AE CL) A, RITE 
明 (4.3.15) 必 须 成 立 . 

”全 我 们 考察 共 定 方程 的 两 个 实 的 经 典 非 平凡 Fo 
由 ,相应 的 谱 参 数 是 ER 和 Aa CM, 同时 


.OBS。 


No <Aa<O (EPt (Ag—té) ho=0, pt (Oeu). 
受 wK 和 2 是 加 的 两 个 相 邻 零点 ,gc<0.。 我 们 要 想 让 4= 
一 co, 0 一 十 so， 当然 ,如 果 lim go(z) =0 或 lim oz) 一 0, 我 
匀 也 称 --co 和 十 oo 为 的 零点 . 
下 面 的 比较 结果 是 成 立 的 : 
sup [ya(z) | (1+ |z|) <= 
3aee(c, b), pale) =O, (4.3.16) 
4 GER, DER RE, XI AY MBE T ANSE CRE (1955) 
第 八 章 定理 1. 1 得 到 . 
MR GER, b= +00, RANE, 
首先 我 们 导出 ooo 时 关于 tho, hh Fila, p HH Kt. 因 
Re iV TMl), 显然 当 2->co 时 ,yo 指数 式 地 减 
As, SAE BAA OIE, RIER Y ALY, tHE roo 
SBR AMM, (4.3.16) FRAU RK A ao BY yale) | 
<c(i+|o|), Fait, BUM Re BIRARE, 可 以 清 
楚 地 看 到 , YM p HANE o 时 也 最 多 是 线性 地 增长 . 
ped HOKE Yo (x) pala) 那样 的 乘积 在 x->co 时 都 趋 
FẸ, l 
现在 ， 我 们 候 定 在 (@， co) 上 |ys(z)|>0. AH EK AG, 
So) EER Yale) >0, tho(x)>0, 经 简单 计算 后 得 


0-- [EW o-u) tho} a — {Hh + Na— the} ro} (a2) dee 


= aba oth} ant (aha) {ob (ite 
i ahala). 
LEN HOPON Yo(a) >0 来 说 ， 这 是 一 个 矛盾 ! 因此 得 
出 这 样 的 结论 ; ya(zy 在 区 间 (o， co) 内 某 处 有 零 值 ， 其 他 情况 
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如 4 一 一 o0, 5<co 和 4 一 o0, b=0o, MARAE WH A. 
Gi) 已 经 知道 离散 特征 值 可 以 表示 成 一 个 序列 
= 00< = fy <= pao n < ++ <0, 
让 我 们 将 对 应 于 离散 特征 值 一 An STE AI A, 重复 
运用 (i) 中 所 给 的 比较 定理 ,证 明 如 除 了 在 一 co 和 +co 处 的 堆 
点 外 ,在 界 中 至 少 还 应 有 mn 一 个 零点 . 
(iii) BRB ETH 1-0 WY MYR, 0). 我 
们 将 证 明 由 在 器 中 的 零点 个 数 可 由 下 式 估计: 


XK{wER| (x) =0}<2+[" lullu lay. (4.3.17) 


这 个 估计 的 推导 类 似 于 科 丁 顿 和 莱 文 森 (1905), 255 N, 
习题 8. 假定 a, BE 中 是 由 的 两 个 相 邻 零点 .又 设 由 是 问题 
p" = —|uld, pa) =0, p (a) = 出 (o) 的 解 ， 如 果 在 区 间 (\ox，B) 
内 w<0, 那 末 在 [w，B8] 内 由 = 小 即 由 (8) =0, 如 果 在 区 间 (a, B) 
的 某 处 w>0, 那 末 利用 凸 性 论证 , 易 知 在 某 一 YE (a, Bp) 处 p(7) 
一 0， 因 而 存在 第 一 个 点 YE (a, BI, 使 得 $Y) 0. 对 于 “6 
[a, y], 我 们 有 等 式 


TOR (ws) |u(s) |o(s)ds— v@e-s), at 


”由 此 可 知 在 [a; AR 

I$) |< IY @ |(@—2), 
并 得 
0= $) |= 1¥'@) | (ya) |" (=s) “eH + 16@) Ide 


PIV @ 107-2) = [1-8 eC) 11H adde 
yl-a:G-minr w- Hoa, 
f’ =a) luts) [as1}. 


9 108+ 


这 样 ,我 们 得 
1< f -9 lut) |ds, 
i 1<| G -0 |u(s) |ds, 
这 就 导致 下 述 不 等 式 ， 
1<[ Isllu(s) Id， 若 o>0 或 8<0. 
于 是 立即 可 得 
XK{wE [0, oo) | f(z) =0 <1+ [ly uy) ley, 


ro 


| XX{wE (=, 0} |$ (z) =0}<1+] yl lu) loy. 
这 样 就 导出 了 (4.3.17). 


假定 离散 特征 值 的 个 数 超过 N, N>1+ f" lvl luo) Idv. 


于 是 我 们 不 难 导出 一 个 矛盾 来 完成 证 明 。 在 (ii) 中 ， 已 经 知道 
pas 在 时 中 有 六 个 零点 ， 由 定理 4.2.5.2, 我 们 可 应 用 G) 中 所 
给 的 比较 论证 ,并 使 p= yrn Bl ob, 结论 将 是 由 在 只 中 有 


W+1>2+ 人 lyllwGy) 1ay 个 零点 ,这 与 (4.3.17) 是 矛盾 的 . 


下 面 我 们 将 导出 7- 在 7-(%) =O 的 点 6E5; 处 的 导数 的 公 
A. 特别 地 , 这 个 公式 表明 7- 的 零点 是 一 阶 的 . 
引 理 多 8.4 假定 入 = 如 EIPo (IL). 如 同 推论 4.3.1 那样 
$2 Nak) ER, a(k) 40, FE 
Tregt DP. (4.3.18) 
引 理 .3.4 的 证 明 在 4.2.3 分 节 和 (4.2.4.1) 式 中 ,我 们 
BARR RG, hK r HSH I KT RCC, K AH A 
数 ， 它 在 紧 集 CE, 上 随 着 cco 而 一 致 地 收敛 于 解析 函数 
106。 


7-( 信 .应 拥 一 个 著名 的 定理 ， 定理 2.1, 
147 z, 得 
| Hh) -lim Ge, 月. 
类 似 地 ， 我 们 得 
lm a Ry (2, k) = lim Ri. (a, k) =0, 
lim R; (v, k) =0, 
现在 的 窍门 是 考察 下 面 的 函数 
; w= (RR ~ RR’) 6-7", (4.3.19) 
“AU RA Ra A AS) 77 ER" = ik R +uR Ml Ri = 
2th, Fut UR (SH (4.2.1.1) ()) A K R, RL Ri R R, 
-在 ooo 时 的 极限 (参阅 上 面 的 (4.2.4.1)), 我 们 得 到 关于 名 的 
下 述 问题 ， 
Se ala kage =H) + Qik}, 
lim wls, k)=0, 
.这 个 问题 的 解 是 
o(a, k)-ép2(2, D—2k| YR, Bay, (4.3.20) 


其 次 我 们 利用 PEIPER, dale HR 
系 出 发 ,对 这 样 的 大 得 出 : 
lim R(@, kjee = a (hb); 


lim R’ (a, be = 2ika (k), 


在 4. 3. 19) 和 (4.3.20) Wh, R k EIPo(L) 计算 
lim w (a, k), 可 得 


-ika (t) E) = A YE, Bay, 
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由 于 iaElPo(D) 时 内 是 实数 ,这 就 证 明了 (4.3.18). 

这 引 理 表明 C, 上 亚 纯 函 数 =r 的 极点 是 一 阶 的 . 公 
式 (4.3.18) 使 我 们 可 以 计算 ar 在 极点 处 的 留 数 .我 们 将 在 
§ 4.5 中 用 到 这 些 结果 . 

现在 我 们 考察 位 势 uls, t) FER*E [To, TINA 关 的 情 
况 . 

记号 L() 用 来 表示 算 子 工 与 i 有关. 

容易 想象 离散 特征 值 X(t) EIPo (LE) t 变动 时 可 以 形 - 
成 有 趣 的 轨 线 . 

RME- BREF AE): tE N ORERE, 其 中 存 
在 区 间 IC [To, TJ, 这 些 条 件 是 ; 在 I> (— 00, 0) ERAT, 
对 一 切 tE AH EIPo(L(t)); 函数 入 不 能 扩展 到 更 大 区 I 
CC [To, TH] 而 使 上 述 性 质保 持 不 变 . 

区 间 了 可 以 是 开 的 ,一 端 闲 的 ,或 闭 的 , 即 了 具有 Co t), 
[to, t1), (to, l] R [léo HI RIB. 

通过 以 上 准备 ,我 们 写 出 

定理 4.9.8 ”假定 位 势 满足 定理 4.2.6 (a) 和 (b) 所 给 出 
MAE. 

那 末 

(a) (i) AE toC (Vo, Tr] 和 EIPo(L(to)) 时 ， 存 在 
唯一 的 O” WERNA A(s E HH A (to) = dos 


lim ene D, 


(b) at A (ACE), EET}, 对 应 的 特征 函数 


pla, h(t), t) Gep a) = tN A) | ) 具 有 导数 
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aw 
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Eh cox); n=0, 1, 2; j=0, 1; 
并 且 范 数 lY C, ee DIEI Tran 连续 可 微 . 


个 加 定 非 稚 记 ) 时 AER HC da k, D, pile, k, t) RA 
导数 


i 了 had D 了 A . 
Ka oat EC(Rx [To, T1]); w=0, 1, 2; j=0, 1, 


| 定理 4 3. 3 的 证 明 这 定理 的 (e) 部 分 已 在 定理 4.2.6 中 
得 证 . 
关于 (8) 和 (b) 的 证 法 如 下 作为 定理 4.2.6 的 推论 , 我 们 


RAQ, NRC, x [To TIEŽ F E, 四 的 一 个 0' 画 数 . 


通过 下 式 将 -TRA O'(C, xR) 中 的 元 素 : 
| r_(k, To) + (t— To) =, To), tT,, 

r (%, s r_(k, t), tE [To, Ti], 
: ' (r-k, T) +G- T) F 7 (k, Tı), >F. 


u MERKEN, T,), AN FARR- 


pile: letti 


ie te (ho, to) =0, 
ERa 2- ET- Cko, to) +0, 


Lae. tee ye 
AR i 


p pi 3.4 和 (4.3.18) 式 得 来 . 因而 我 们 完 


全 可 以 应 用 隐 函 数 定理 (参阅 鲁 丁 (1964))， 由 此 可 知 存 E e> 
"0, 使 [ft] <e 时 方程 "_(h, 四 一 0 在 CO[ 一 8, e] 土 有 唯一 # 
ka), 它 在 [一 8,，e] 上 对 t 连续 可 微 。 
” (a) 中 的 (i) 几乎 立即 可 以 自然 地 随 之 而 得 到 ， 

根据 定理 4.2.6, BA Ya, kE), DAM We, kE), DAA 
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s 的 二 阶 导数 各 的 一 阶 导 数 , 这些 导 数 都 是 C(RXT) 的 元 
RR. 这 就 证 明了 (b) 的 第 一 部 分 
利用 (4.3.18), 可 得 


WG, RO, Dp mse HOO Ae O, ), 


其 中 TERFEAK, 以 保证 在 [To, Tal Eple, k(t), #) #0, 

从 上 式 容易 导出 (b) 的 第 二 部 分 的 内 容 . 

现在 假设 两 条 以 上 特征 值 轨 线 在 hE IPo (L(to)) 内 相交 
Ft=t, mK (1966) 的 著作 第 五 章 8 4.3 中 所 给 的 理论 表明 
Ao 是 工 (fo) 的 多 重 特征 值 ， 这 与 推论 4.38.1 了 矛盾 ， 所 以 结论 是 
(2) ay Cit) IZ, 

.关于 (a) 的 (iii), BNEBAOE(-L 0), Kept 与 
tE [To, Ti) HX, W (4.3.11) ği (4.3.12), 这 意味 着 或 者 
inane) =0, 或 者 As 并 存在 一 个 序列 {im DEN}, 


ter 


其 中 EI lim t,=T, ffi lim 2 (ty) =o. 


假定 上 述 (2) ETE AAD. WME (1966) 的 著作 第 五 章 $ 4.3 
中 所 给 理论 表 明和 ‰EIPo《L(T)). HAO, tED ERA tt 
ào EIPo(L(T)) 的 特征 值 轨 线 .因为 TUI 包含 一 个 具有 端点 
了 的 区 间 , 同时 轨 线 不 能 相交 ,所 以 我 们 必须 有 lim 和 (t) =o. 


tél 


又 因 经 过 EIPo(L(T)) 的 轨 线 的 唯一 性 ， 我 们 知道 在 工 上 
a(t). = A(t), 王 是 景 初 的 轨 线 可 以 延 拓 到 TUL, we ER 
FR. ocr 
注意 ， 特征 值 加 线 或 者 存在 于 整个 区 间 [Tu T3, 或 者 以 
OEC 为 一 个 端点 . 

定理 的 内 容 表明 , 第 二 章 ( 例 如 (2.2.4) 和 (2.3.1.3)) 中 
Jj t 的 向 分 是 锡 话 的 、 , 
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BR BAT LDS 00 3 u 加 上 定理 4.2.6(a) 中 所 给 条 件 , 定 
理 4.3.3 会 有 怎样 的 变化 ? 这 方面 的 研究 留 给 读者 作为 练习 . 


§ 4.4 . 解 的 傅 里 叶 变换 


伟 里 叶 变 换 是 线性 微分 方程 求解 的 最 有 力 的 手段 之 一 . 在 
我 们 这 里 , 函数 RLY, 和 由 $SWVER = Mk AK, 我 们 将 
对 第 二 个 变量 应 用 健 里 叶 变换 . 

下 面 先 概要 地 氢 述 一 下 通常 的 和 傅 里 叶 理论 ， 而 后 再 考察 对 ， 
第 二 个 变量 天 的 傅 里 叶 变换 .这 种 变换 的 理论 与 通常 的 理论 是 
十 分 类 似 的 .事实 上 , 在 这 种 变换 中 ,第 一 变量 = 仅仅 起 参数 的 
作用 .然而 ,我 们 为 了 说 明 一 些 对 第 一 变量 而 言 的 连续 性 结果 ， 
还 是 比较 明确 好 处 理 了 有 关 第 二 变量 的 情况 .在 这 以 后 ， 我 们 
将 导出 对 石和 由 的 第 二 变量 而 言 的 全 里 叶 变 换 的 一 些 性 质 , 并 
把 这 些 性 质 用 在 下 一 节 中 . 
有 关 傅 里 叶 变 换 的 通常 理论 ， 我 们 参考 了 吉 田 (1974), 荷 尔 
31E (1968), 9T (1973), HE BLAH (1965) , 和 益 尔 芬 德 、 希 洛 夫 
(1964), . 
,在 这 个 理论 中 , 我 们 首先 在 由 迅速 递减 的 Om R 数组 成 的 
许 瓦尔 效 空间 上 定义 短 里 叶 变换 FAG ER 了 +， 在 一 
维 的 情况 ， S=S(K), LMF: 
EHO- Gx) maf" Dem dk, YsER, 
(4.4.1) 
BD- nf) ods, VEER, 


RMP FO MA SB) SIL, WEP PO 
F3Pa1, BISATA 上 通常 的 拓扑 而 言 是 连续 的 . 
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我 们 也 可 以 用 对 偶 化 方法 将 五 和 7 延 拓 到 调和 分 布 空 
PS’, Bl, Wea x X TER, Hp ES (MERE 
空间 名 上 的 连续 线性 泛 函 ), WKS, RES HS 上 
TMF AF +H, 

(Fx, $>=<x, F3, VES, 
CF" 4, p= <x, F7 >, VES, 
HH, F AFIRE C A SZH L- WREE T, ENES 
上 与 原先 定义 的 算 子 一 致 ,并 且 它们 互相 为 道 ; FF POP = 
1, AY PRPS ERI TEN. 

了 解 了 了 和"! 怎样 作用 在 LA LES bth de A RR, iX 
里 L= (R), Lo=La(R), PMP" eT, E E m n 由 
(4.4.1) 式 给 出 ( 右 进 的 积分 绝对 收敛). 

| RANE MOo= {u C0 (R) | lim ulk) | =O}, R F Co 以 最 大 


(HEH D 以 通常 的 范 数 . 于 是 从 二 BRA Oo ty FAI FU 
连续 的 ， 在 Lak PEMERAN HR A RERE FA 


(4.4.2) 


` FOR Ds BRAJ La 时; 不 仅 连 续 ,而 且 保持 Da 范 数 不 变 . 


因为 Dal 在 Za 中 是 稠 的 ,我 们 可 以 求 得 PD 是 Ly 中 的 
极限 lim Fon, 这 里 EL Li, pa>pE La, Fon 由 (4.4.1) 


式 给 出 ， 在 Ls 上 的 作用 当然 可 以 类 似 地 描述 . 

现在 ,我 们 研究 以 第 一 变量 ZE 1 BM ea A 
对 第 二 变量 而 言 的 傅 里 叶 变 换 和 傅 里 叶 逆 变 换 . 

我 们 用 下 列 记 号 : V ERREMIN E, 有 如 SS’ Ly, La 
或 Cu RV) eis NEM EPREV HERR $, 9) 
EOC KR IV) H CER T AVA. 

定义 从 ERS’) BPRS) AWRERF Fa MFP 如 
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(Fi) (e, +) =Fd(2, +), 
VGEF(R>S’), VrER, 
tape « (P26) @ +) =F E), 
Yp E F(R), VrER. 
当然 , 7 是 对 第 二 个 变量 而 言 的 傅 里 叶 变换 算 子 , Fr 是 对 第 二 
个 变 最 而 言 的 傅 里 叶 道 变换 算 子 . HFE APOE, 显然 
F, A Fs’ AEA) PRS) Je 11, Flt FasF5l=~ 
FyiF,~1, #8, Fri 853 在 三 (i->E0) 的 子 空间 上 的 行为 如 
下 : 它们 将 FORS) BRB) F RZ) E, H FRL) RBI PR 
Ly), MRE (RL) BAF (2-00) A. RT, 更 有 趣味 的 
问题 是 P.M FO 这 两 个 算 子 与 对 z 而 言 连续 的 函数 和 分 布 具 
有 怎样 的 关系 ;。 
RMEL: ORV) = {PEF (NV) I$ 8, AFM 
P AEn, AEH, 
Fs 和 Fy 
) ORS’) RORE) 之 上 ， 
ORS) MH ORZ) 之 上 ， 
O (R—>La) 映 到 O (R>Lə) 之 上 ， 
ORL, BA ORO) ZK. | 
事实 上 , 还 可 以 证 明 , 如 果 (4.4.4) 中 提 到 的 空间 ， 配备 着 
“对 外 而 言 霹 部 二 致 "的 拓扑 , 则 作为 这 些 空间 之 间 的 线性 算 子 ， 
的 F 和 751 是 连续 的 .但 这 里 我 们 不 需要 用 到 这 一 点 、 
然后 我 们 考察 由 (4.4.0.1) Gi) ER A Le, k), 候 
FE LS uD KH. 于 是 对 一 切 CER, LY kER 而 
”党 巡 续 纲 定 理 委 .2:5. 才 并 一 致 有 界 ( 见 (4:2.5.7)). 从 而 我 们 
可 以 将 工 解 释 为 (RR->5') 的 元 素 ， 并 将 对 第 二 个 变量 而 言 的 
傅 里 叶 变换 应 用 于 它 .让 我 们 定义 


(4.4.3) 


(4.4.4) 
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wn J = (2r) F (L—-1), (4.4.5) 
Eat J 92r PROS, 

容易 说 明 为 什么 我 们 宁愿 用 工 一 1 而 不 用 工本 身 来 进行 研 

运用 定理 4.2.4， 可 知 在 1k| >r}, |LG@, %) 一 4| = 
0O(|%| 对 wzE 员 而 言 一 致 地 成 立 ， 因 此 ， 当 wzER 固 定时, K 
W Lle, ) 一 1 在 空间 Lf, PL-1E FNL), BALE 
RXR 上 对 > 和 大 而 言 连续 ( 见 定理 4.2.5. 了 ), 所 以 其 至 有 工 一 
LECL). 也- 工 的 这 一 性 质 意味 着 (4.4.5) 式 中 所 定义 的 
J HOR 1a) WICK (W (4.4.40). 关于 v 的 性 质 ,我 们 还 
可 以 导出 许多 结果 . 

定理 4.4 仆人 信人 满足 一 阶 增长 条 你 , 那 末 

= (2a) R(T, -1) 

EOL) caer 的 元 素 , 它 可 以 用 一 个 函数 来 表示 : 


se 


J (7，8) 一 =N (z, s), “4s >onf,. 


0，“ 4 s<0 Bt, (Soy 
因此 ,下 面 的 传 里 叶 积 分 式 成 立 : 
Lla, biti N(x, sds, (4.4.7) 


ne 2) = {WEO (Rx [0, 00)) | vs EN; lim w(z, 8) =0} 
的 元 素 ， EX o Als 都 可 微 , H N N, EOW). 
此 外 ， BN AKH, 并 具有 重要 性 质 ， 


N(w, 0) = 工 人 u(y)dy, YEER, (4.4.8) 


u(x) = —2N,(%, 0), YrER, 
。114 。 


定理 和 .和 的 证 明 证 明 如 下 进行 我们 先 得 出 一 个 关于 了 
合适 的 表示 式 , 由 此 立即 可 得 (4.4.6) 和 (4.4.8)， 以 及 WE 
o ) 这 一 事实 。 接着 ， 我 们 研究 导数 SMJ, MERN, 
NW,EO6 2), 最 后 , 我 们 导出 -- 个 关于 N 的 一 阶 积分 微分 方 
程 ， 并 用 它 来 证 明 W(z，.) EL(0, œ), VERN, KRABT 
《4.4.7), 它 右边 的 积分 是 绝对 收 化 的 . 
(i) ”首先 ,我 们 将 证 明 J 可 以 表示 为 ; 
Jæ, )= FH (s)U@+ 3) +IG, 9), (4.4.9) 
| 1, 当 s>0 时 ， 
0, 4 s<0 时 ; 
UG) =| w(y)ays 
J EO(R->00), T(x, s) =0, 4 s<Ont, 
这 是 定理 4.2.2 中 所 给 王 述 展开 式 的 结果 :， 
` ‘ L-1=H,+ 3) H 
这 里 五; 由 下 式 给 出 : 
H,(@, Dy u(y) {em 1}dy 
-六 U (y) e-a dy 


-| (s)U (+5) of ds, 


‘ee AG =| 


Bia |H, 月 |< [lu |y—2)ey, 并且 当 和 >oo 时 ， 
| Hle, k)| =OC|k |) a e ma RE. eh, Hs ERX 
REN oR RM AER. HERNE HE0), FAM 
(4.4.4) RIM FH EON). FaH 不 难 明确 计算 . 一 个 
简便 的 方法 是 注意 到 l 
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其 中 
Ue, 9) 一 五 DT(z+ 寺 9)， 
从 而 立即 可 得 
FiHy(a, =/% U (a, +), 
现在 让 我 们 先 给 出 一 个 有 用 的 引 理 . 
SAA BORIC. 的 一 个 在 Er FTIR 


st > © © è o @ 


. > > > o 0 ò> 8 +% 


AK l 
es a 


HY sew 成 立 ; 这 里 *<0. 
引 理 4.4.1 的 证 明 设 消 是 由 [一 R， RICK ARAL, 
Ar={kEC,| |k] =R}. GR, 由 于 被 积 函 数 在 围 道内 解析 , 在 


力道 上 连续 ,所 以 | dko. IK Roo 时 的 极限 , 即 得 


引 理 的 结果 ,如果 SER, <0, 则 当 Roo 时 ， {oe dk -> 
0， 这 个 结果 留 给 读者 去 证 明 . | 


关于 È Ay, RARERN AT BRST L-1- Hs, 因而 在 
RXR LA aA k TT EE MEE 4.2.5.1), 并 且 对 一 个 给 定 
WERN- KER BE 14-B+2.) +S u(y) | @—2) dy R 

(SON 4.2.5.1) FR Ha 的 估计 )， 此 外 , [hoe] Bt, 
|S Hee, k) |<Glkl expe] f? Iu) dy) 
-0(1k|=>) 
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《 见 定理 4.2.1)。 于 是 可 得 结论 : 之 1 H,EC RL), 


我 们 定义 了 = (27) ai J Bi (4.4.4) 38, IT © 
COGOi 一 Co) . 
利用 定理 4.2.3 和 4.2.5.1, RRA CER, Š He 


”对 而 言 分 别 在 Ci\ {Imk=0} AC, 上 解析 和 连续 . 由 于 引 
理 4.4.1 的 其 他 条 件 也 得 到 满足 ,我 们 有 
Je, s)=0, Vs€EN.. l o 
TAT Wiese T 0)=0, 至 此 ，(4.4.9) 的 证 明 已 
Miya $ 
ME B BENT 4 Ne Oo) ANG, =} U@+ 


1 4I@, s) Bt (4.4.6) mtr. hF J (z,0) =0, Bi LA (4.4.8) 


也 成 立 . 
”作为 一 个 练习 ,让 读者 证 明 , 对 一 切 ER, 
o Le, -h=LG D, — 
| 并 且 证 明 此 式 意味 着 是 实 的 ， 
(过 .现在 我 们 将 证 明了 对 2 和 s 微分 是 有 意义 的 ， 并且 将 
说 明 J。 和 J 这 两 个 导数 的 一 些 性 质 . | 
科 用 泰勒 展开 式 ， | ! 
L(@+h, k)=L(a, k) +hL' (2, k) | ~ 


| | 
| +Ê G+, D-O 
和 估计 式 | 
max} L" (y, k) |<B(2|k| + max u(y) | (i+g-)), | 
Ich 是 紧 集 (结合 (4. 2.1.1) GD 和 (4， 2.5.7)), 我 们 知道 对 一 
切 oER, FRE SC 中 成 立 : 
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limh*{(L(@+h, -) =D- Ls, +)~-1)}=L’'G, +), 
将 (2m) AR 作用 于 上 式 两 边 , WAJ (e, A ENTA, 
FH J:e, +) = (2a) FL’, +), HEL AER XR Este 
Ab SHEE LEM 4.2.5.1)， 并 且 被 常数 妃 一 致 界定 ( 见 
(4.2.5.7) X), RIVAL’ EONS), 因此 
. Je= (27) FL ECF 
接着 我 们 运用 公式 (4.2.2.10)， 
L'=H 14+ H’,Hi+ X HH, 

其 中 à . TS 

(H's) (@, K) = — [ue Py = Hi (e, 8), 
(H’Y Ha) (a, k) a -f u (y) e?™- J u (z) EE dady | 
类 似 地 可 以 证 明 : 

| i ~2 (F,H), W 


FAD) (e, 9- Z H@u(o+hs); 
H'Y Hy€O(R12), W 
z a PAH’YH)EOR >L,), (Fa(H'X Hi)) (a, 8) 
-~/% HG \U(2+4 s){U (2)-U(a+5s)}; 
Š H’! H.C ORL NL), B 
FAS H; Hx) EON Lə), 
o (Ea( $, H'!H,)) (a, 8) =0, WeER AI VsER, 
我 们 得 到 结论 Je EO(R>La), + 
Ja (a, 5) = — z HO) {uls + = 5) +U@+ 58) (U (a) 


- 118% 


4a edt: 3 8))}+T*°(a, s), (4.4.10) 
其 中 
T EOR TONNOIR La; 
. TH @, s)=0, 当 s<0 时 . 


OREN ste TM, 并 且 N. E O), 


现在 我 们 来 考察 对 第 二 个 变量 s 的 微分 。 因 为 微分 算 子 忆 


RAY AS 的 连续 线性 算 子 ， HVvES’, i DPo=F(—tho) GF 


m (1974), 151 ~152 页 ), 所 以 容易 证 明 , J, 是 完全 定义 的 ， HA 
J,= (2m) Fy(—th(L—1)) CORS), (4.4.11) 
为 了 知道 关于 J， 的 更 多 情况 ， 我 们 注意 到 
、 Ste i-1) = -ik Hı- ik BH, 
BANHAT 
Fy H) = FaH), | 
(aik HD, a OLOR e+ OH), 


(8) He RAY FE OR; 
—tkH,€O (RL), “BY Fa(— a EaR), ， 


F Palt ik By) = ae H(s)U@t+ -7 poet Ue+. o 
+ WU as gdi. 
—ik ROGSLN TD) 即 
(= kS Hy) EOR>0oN L), 
U FAQ He), s)=0, VrER awh,” 网 
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我 们 的 结论 是 ; Js 5 U)36)COR>1,), H 
[Y.- 5 U@)3() |, ») 
J+ (a, + F H(s)| -u(o+ > 8) 
+(+ 5 )U@)- Tet $9} 


+[u@ueg+ Fad], (4.4.19) 
”其 中 1€EO(R—> O00), 
Ja, s) 一 0， 4s<Om, 
由 此 可 知 ,N 对 S AOL, B.C OCR), 
Gii) 我 们 现在 推导 关于 六 的 积分 微分 方程 为 此 将 


《4.2.1.1 (ii) 改写 成 如 下 形式 ; 
= (L-1)'@, +) =28k(L-1)(@, +) . 


+ 人 GE-DG@， -)dy+U@), 

Bs (u(y) (L-1) (y, dy E ELFER 我 们 将 
(2m) AF 作用 于 上 可 方程 两 边 ,得 Ro 
Ia, À= 28a, ) + uy, +T). 
这 导致 关于 Na, 9), >0 的 下 述 问题 
| (N,-2N,) (@, =)=- [UON w, ay; 

N(z, 0)= ZU (8), | a 4. 18) 

lim sup| N (g, 3) | ~0. 到 
事实 上 , (4.4. 18) HiT LARTE yt me 
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问题 。 no 
gem BS AY SALA PE Et BG (4.4.8) RRE. voo 时 的 条 
件 也 是 比较 明显 的 。 这 从 以 下 所 述 可 知 : Me 充分 大 于 零 时 
RULMBRGR (SP (4.2.2.8) A (4.2.5.2), 

|S A, BI 

` <amin{[[u@iva)’, [fr walas} 
RNAS 200 时， tL, D Ha(a, *)-70, 因此 当 “co 


时 ,在 0。 +r RA, la, 0, 与 (4.4. 9) 结 合 起 来， RB o> 
CORSE. o 
WT PSN 的 性 质 我 们 将 (4 4. 18) ERB I 


NG, DES Ue+t z9 


‘aan Hf as 1, UN), nanan, (4.4.14) 
RARAN AT DLR RM, | 
“WD ay wi 


New ‘WORT Er Gs", 15) 


We DEPT OG, Daven, n51. 
+ 性 

采用 对 ”的 归纳 法 ,可 证 明 

~ Nae, Hist Ob Vay GED) ee 

Ty, {4,4 .16) 

xe nO “fi Juy) lay, V0) = |" but) Lyle, 

这 些 千 计 不 是 完全 平凡 的 ， 让 我 们 实施 归纳 法 步骤 ， 自 
Aad 


大 


然 , (4.4.16) 在 m= 0 时 是 得 到 满足 的 . 
WR TER, sa, 则 采用 记号 M(y) =Vi(y) VA), 得 
TODO: | 
Ap E p UOD IEO Volt 5 0 ais. 
«<(n!) > 


CE SS p OOA 


2 


a Sar . Ly (a+ ts)| antf, . 
eb 
+H an)} uM ray 
AC DE 
2 ce o M (y)" dy 


O sont (td Moray 


主 )| (uo MD) "oy 


(CD zt A 
我 们 得 到 结论 : 对 (4， 4, 14) 用 BARTER Hi 的 这 个 解 是 
0O( 冠 ) 的 元 素 ， 它 满足 估计 式 ` 
Ie s)|<5 “ile 6 Py) 
| <a (4437) 
l 我 们 让 读者 去 证 明 与 (4. 4. 14) 对 应 的 齐 次 方程 
sg): de 
o nagai zi, E sini (ur) (y, Maya 
在 空间 . i cic 


° 122% 


< (n!) L Vo(a+ 


'W = {(vEC (3) (VEER, sup sùp To(%, 8) | <99}... 


中 只 有 平凡 解 ， 由 此 可 知 , 积分 方程 <4.4.14) ZW of ae — 可 
解 , 并 且 (4.4.15) 中 构造 的 N 与 我 们 先前 定义 的 NAA. 
因为 (4.4.17) 意 味 着 | 1N(z, 8) [do TE EO BRE :函数 ， 
所 以 (4.4.6) 中 定义 的 J 确实 属于 OML), 从 而 定理 4.4 证 
明 完 毕 . 
借助 于 由 可 将 定理 生生 改 写成 如 下 形式 ， 


定理 4.4 的 推论 MERD EE SLAF AO He 
AEX: E 四 
h(a, R= e+ |" KC, sods, (4.4.18) 
JURK Ł FALNAK W 有 下 述 关系 : 
K (a, s) =N (x, s-2), 
位 势 w AT ALA PRK Fh 


u(a)=—2-2 K(x, 2), | (4.4.19) 


当然 , (4.4.18) Al (4.4.19) 是 pila, i) =Le, Pe PZE 
BR 44 的 直接 结果 . 

人 这 结果 的 用 处 将 在 以 后 
WH, 


aaa EX 
vls, k)= L(x, k)—1-= : N(x yaje ds, 
WH- TEN, HR ole, 从 对 天河 言 分 别 在 C; {mk =0} 和 
C, ERRA H (4.4. 1) ROR 


v(x, k)=0, Ware, (4.4.20) 
我 们 也 将 证 明 
lim |" |v(a, re”) |d6=0, (4.4.21) 
不 难 证 明 由 此 得 。 
wle, k)=0, VEEE,. (4.4.22) 
就 是 说 利用 柯 西 公式 ,我 们 对 RCC, 得 : 


< 二 和 ce re'*) | dé, 
Til roo Bt AY HR PR, 从 这 个 估计 式 可 得 (4.4.22)， 当 然 ， 
(4.4.20) 和 (4.4.22) 的 含义 是 (4.4.6) 式 对 一 切 (z, k) ER xC 
都 成 立 . 
证 明 (4.4.21) 的 步骤 如 下 : 
利用 定理 4.2.4 中 给 出 的 关于 工 的 浙 近 性 , 显然 


lim| .| 工 一 :1 (æ, re*)d6=0, 


BF (NG, somes do, 我 们 可 以 用 下 式 估计 它 的 
He 
<(f + +f EINE, heme deao, 


ERE elr) 使 得 对 一 切 由 E [e(r), mw 一 s(7)] 有 sin p> wre 
并 且 sin(e()) <a, EER roo 时 eH) pe, HUTT 
得 估计 式 | ; 
(| S26)ING] lno taf IN, 8) |e ds 
<2e(r) |N (z, e X 10,0) + or VAIN (a, +) |o, 
-124° 


因此 limf? | [rc s) orroa- do| dom 0, FER v RER, E 


然 (4.4.21) 是 成 立 的 . 
bEC, 时 (4.4.18) 式 的 简单 证 明 留 给 读者 去 完成 . 


§4.5 ji 散 射 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 证 明 由 (4,4.7) 和 (4.4.18) 给 出 的 核 
N(x, s)( 或 尼 (z，s)) 必 须 满足 一 个 唯一 可 解 的 积分 方程 ， 这 方 
程 的 系数 完全 由 散射 量 确定 ， 由 于 核 入 (或 KK) 与 (4.4.8)( 或 
(4.4.19)) 所 给 位 势 &% 之 间 的 关系 , 这 一 关于 入 (或 下 ) 的 积分 方 
程 为 我 们 提供 了 从 散射 量 确定 芒 定 币 方程 的 位 势 的 程序 、 这 个 
程序 在 文献 中 称 为 逆 散 射 变换 (或 称 散 射 反 演变 换 )， 而 上 述 积 
分 方程 称 为 盖 尔 芬 德 -全 维 担 - 玛 钱 科 方 程 ， 盖 尔 芬 德 和 莱 维 坦 
在 1951 年 就 产生 了 逆 散 射 的 基本 思想 然而 这 两 位 作者 只 是 
考察 了 半 直 线 上 的 苹 定 证 方程 ， 列 出 的 积分 方程 的 积分 域 只 包 
含 了 半 直 线 上 的 有 限 端 点 ， 后 来 ， 玛 钱 科 (1955) 和 法 捷 耶 夫 
《1959) 考 察 了 整个 多 上 的 逆 散射 ， 我们 这 里 提供 的 积分 方程 
的 形式 就 是 他 们 给 出 的 . 

在 本 节 中 , 我 们 假定 位 势 % 满 足 二 阶 增 长 条 件 ， 由 定 班 
4.8.2 BA, 这 时 离 获 特征 值 的 个 数 是 有 限 的 , 即 d<oo, RII 
用 — <a << a LO 来 表示 这 些 特征 值 ， 并 且 引 入 记 
B he Vin, Sad, 再 引入 | ĝ 

Batwe (2) 一 Bor 
Bunt = (20) /aR b, (4.8.1) 
B= Baise + Bent, | | z 
系数 0, 定义 如 下 ; Byn Ln <d 是 对 应 于 离散 特征 值 一 pw 
©1288 E 


L<n<cd 的 实 特 征 函 数 , 在 La 意义 下 正规 化 到 1 He- oo 
时 是 正 的 。 于 是 
Cn=lim[y (rz) en’]. (4.5.2) 
注意 这 里 所 给 的 Cu 的 定义 与 第 二 章 中 的 定 义 是 完全 一 至 
FR). 
容易 证 明 ， O, BEF ali Im) , iN en) |, Hop a(k) 
象 推论 4.3.1 中 一 样 , 即 常数 O, 也 可 以 由 关系 式 
PCs t Pn) = Obilo, N hn) [eC pt Sen) | 
EM: 
WES BGM SE SK, 好 d=0, 则 我 们 自然 地 定义 Boner =O, 
:在 Bu 的 定义 中 ， 我 们 用 b, 表示 (4,1.18) 所 介绍 的 反射 
系数 . 我们 可 证 br 是 Za HICK. 由 恒等式 lal ibl, 
立即 可 得 在 并 上 jb 入 工 ( 参 PY (4.15229), Hi A || oc BY 
* a(k) =r- (k) t= 14 Cibi way +0 kl» 
的 渐 近 性 (参阅 (4.2.4.5)), 我 们 可 知 koo 时 
| 0 大)| =1— |a,(k) =0( |k 5. 
结论 是 确实 有 b€ Lo, Mitt Boot € Ia 和 BE La, 
我 们 可 将 B 表 示 为 


a RD- Soze + 入 by (Porak, 2> 0. (4.5.2) 
这 里 二 A AN Qa) E, (2, 


oe 2) 仅 与 散射 量 Bc， ay cn, Ind 有 关 , 并 且 BE 
实 的 (参阅 (4.1.21))， | 
现在 ,我 们 给 出 主要 结果 :， 
RADI 如 果 位 势 % 满 足 二 阶 增长 条 件 , 则 


+. k26;« 


Ci) (4.4.6) 中 引进 前 核 WEOoGE) NONIO, 00)) 
HEDEN, sO RSME PME KRY BE i 
s) 1-A (a, y+ Nlw, )BQatstt)dt, (4.5. 8) 
1B. 5. 3) 的 解 在 FTA, co)) 上 是 唯一 的 
逆 散射 方 法 已 完全 建立 ! 给 定 散 射 量 bn 0n, Bay 
TR 2, 可 以 构造 (4.5.9) 中 定义 的 函数 ， 按 着 解 积分 
方程 4.5.3)， 可 唯一 地 确定 入 ， 从 而 得 到 位 势 ule) = 
-2Nsz, 0), 见 (4.4.8). 
定理 4.5.1 的 汪 明 
Ci) (iD) 航 证 明基 于 简单 恒等式 (4.1.19)， 


anp, = bly ih, 


i (4.1.2) 和 (4.1.6)) 代入 上 上 


0 一 局 22 .| 
= 


将 公式 = Re, p= Le (E 


式 ,可 在 + 
Ay R= but e 4. 了 . 


FRA FH (4.4.5) tp ZAR 
Bs r 


L=1-t-~ 
其 中 J saz Fy C4. 4. 6) 给 上 H ÉS BA TAS 
0, 4 s<0 By 
J (a, el 9 k 
: . LN, s), seo, 
HBG AE ES l 
aR 1 一 0 pollen 二 / 2a bert RA + Jon FJ, 
HTJ 是 SR, 2414 4q fr PT = =F, ii 
CS geile +6, 2th n> CJA + FJ, 
VJ 25 y 
R—>La) RIR. 从 而 我 们 可 以 将 


易 证 等 式 中 的 每 一 项 部 是 0 
AF Fz! 作用 在 等 式 两 边 而 得 到 : 
“e127 


-5 F33(0,R-1) = NE Fa (b, ™) 
+ Fs!(b,em Fz) , 
+S, (4.5.4) 
《4.5.4) 中 的 每 一 项 仍然 是 ORL) H (参阅 (4.4.4))。 
CRUE, % s>0 Bt, 
a, {2m ARA be) (0, 8) = Beony(20-+8), 
ob, {Fae p37)} (a, 8) 
-f N(a, t)Bon(20+s+t)dt, (4.5.5) 
c {(2m) "Fz (a; R—1)} (z, s) | 
= — Base(2%+s) -[ NG, t) Beier (90 + s+t)at. 
当然 ,积分 方程 (4.5.8) 是 (4.5.4) 和 (4.5.5) 的 直接 结果 BI 
实 的 (57C 丽 一 b( 一 b)， 见 (4.1.20)), 这 留 给 读者 作为 综 习 去 
证 明 . 
WK (45D AMD GREE S, 0 的 推导 和 
T-A. 
(4.5.5) a 
RNR) =b, ae ek*), Bim (2) = = (20) 
-f7 Ddk, BER, 2ER, e>0, FIED: E Li Ls, b,~ 
Jim b € Bs; Boat = (295) YF- bs € Ls, Beont tim Bont. RN l 
5M Tach IH (Tf) (2) = fle = I. ES 


过 简单 计算 可 知 ， 
(2a) of rial beeme)} (æ, s) 


ne 2af": -bs a dh . ae 
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. = (TseBioat) (8), 
因为 在 Le REA. 
| PsgBooor = lim (T ss Bron) 
和 ej 
{(2m)~9 Fz" (b,e™*)} (a, +) 
a lim {(2m) ?Fz (bo)} (v, +), 
” 我们 取 极 限 sy 0, 可 得 
o a) Fs (be?) } (w, +) =T as Bent, 
至 此 , a 证 毕 . 
(4.5.8) b 
通过 简单 计算 可 知 
. {Fs (bie Fz J)} (a, 8) 


= (27)! ý 及 (人 ee| N (a, t)e dt et dk 


= (2%) ("Ny (a, t) im (k) etk(stt+9s) dk dt 


= | rc， i) Be (s+t+ 2w)dt. 


这 里 我 们 在 交换 积分 次 序 时 用 到 了 所 有 积分 绝对 收敛 这 一 事 
实 ， 取 极限 s 小 0, 并 利用 上 式 两 边 对 于 固定 的 ORE Lr HL 


下 对 变量 s 而 言 收 敛 的 事实 ,我 们 得 \4.5.5) b, 
(4.5.5) © . 


EX Ila, )—{ F RL} @, 2) 
os 
L(a, 8) = a] GR ~1) (a, k)(1—tek)te"dk, e>0, 
于 是 ,如 果 限 于 取 $ 的 正 值 ,在 L0, co) 意 义 下 可 得 : 
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I(a, +) lim I,(2,.+), 


注意 ,定义 工 的 积分 是 绝对 收敛 的 。 我 们 还 要 注意 ,被 积 通 数 
(arR 一 1) (a, k) (Lath) BRP REE. ERS 
©, 中 关于 大 的 亚 纯 函 数 ,在 点 tN ea, tN pa, +, iN in 上 具有 
PRA BBO EH 42.8 和 4:3.1(qr =r). 而且 由 于 
二 阶 增长 备 体 和 定理 4.2.5.1 及 其 推论 ,被 积 函数 在 E+ 上 对 
而 言 是 连续 的 。 当 s>0 时 ， È M A loo, FEC, 而 如 同 

Se eh 、 从 而 有 


Poe eas 


其 中 AAEN k MICR ARAD a 9 09 
半圆 组 成 的 围 道 . 运用 柯 西 留 数 定理 , 可 知 : ¥ 
: I,(a, - = 2al LS Bie Esuk (tei) 4 eV 
we LS TTE (i/a) EE EAE dy 
WRR s 40, Bs : a 
Ila, A b REVE y -us (4.5.6) 
E s=) dr (i fa ) oe 
f ‘ar Nn 
利用 (4 .8.18) RAR Di 
EO pa) bl, ix/ un ) | 
(8 (4.5.2) FR WED), BAM, vee “… 
or Se NI) = CO) Ae, DN, ae 


其 次 我 们 用 Le, Vi) RRR iV un). 这 时 可 应 用 
关系 式 Omh(%, trum) = ble, i hn)/ | ble, ve IC 
参阅 (4.5.2) 下 面 的 练习 )， 我 们 有 
R(w, A iN Hn) D(a, i ees Moe 
7 180: i 


因而 


-7(%, 8)=— > O2L (a, in/u,vereeetae | (4.5.2) 
最 后 , 将 恒等式 
L(a, ivm) N (a, Drai 
AG. 4 DRHZ A. 2) 代 入 (4.5. 7) 式 ,得 
站 I(2, s)= = $ o egiara E 
-| N(a, (Rox THR 


结论 是 (4.5.5) 。 确实 成 立 . E 
GD 我 们 根据 积分 方程 (4.5.3) 以 变 最 = 为 参数 这 一 事实 
玉 开 始 (1) 的 证 明 ， 定 义 Za(0， co) 空间 士 的 算 子 BO H, 


(BP) Cs) =f f(t) B(s+t-+Se) dt, (4.5.8) 


BEHEAD.) FR=>L(0, co)) 中 有 两 个 不 相同 的 
解 ， 于 是 对 某 个 ER, 方程 
Bf+f=0 (4.5.9) 
在 La(0, co) 中 有 一 个 非 平 凡 实数 解 。 然 而 ,我 们 将 证 明 这 是 不 
可 能 的 。 :，，， 
WM, 我 们 先 引进 -- 些 记 号 ， 72(0， -表示 CO， 00) RF 
方 可 积 函 数 的 空间 ， 当 了 ELa(0, oc) 时 ， EER 
到 (一 0%, P) ，. | 
fy), . % y€ (0, eo) Rt. | 
“Yo a 24 yE (—90, OB, | 
EK, > 和 | | 分 别 表示 La(0， oo) A FORN BRL AEN A 
Á. REES FE Ls(0; co) 是 thee Y)* O,exp(—ha(a+y)) 
edie 


的 元 素 . 

下 而 的 等 式 在 证 明 方 各 (4.5.9) 的 唯一 可 解 性 时 起 着 重要 
作用 : 

Cg, BO f= Bg, BMS, oD 
+ G7 0) (F717) Ch) 
eb, (k) dk, (4. 5.10) 

WH 9 和 上 了 是 AD 00) NLC0, co) 的 元 素 ,上 式 的 证 明 就 很 
容易 


<g, B® fY Tio fr KOG: Šio: inna 
tt | b,(kyatertt dh) dilds 
= BO NO ai dee | fom dt 
+ 全 (2x) -1 le Fee 
Gaaf Faje dt-b, (k) dk 
一 (4.5.10) 式 的 右边 . 


O HFb, YhER( 参 阅 (4.1.22))， 上 述 计算 中 所 有 的 
BS RANK. 

利用 La(0, 00) Ñ L0, co) 在 五 (0，<o) 中 稠 这 一 事实 , B 
A (4.5.10) Rxt— YP gC La(0，co) 成 立 ， 并 且 fE Ta(0, 00) N 
L,(0, œo), HITR ELCO, co) N L0, co), 我 们 已 经 证 明 
B® f 是 La(0, co) ZE PAM ERR He a, ERRIA 


(Slait+1), 这 意味 着 BF 可 看 作 LO, ER, È 
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WEAR IBS <(14+ Steal?) II. TEH A BO 
从 Ta(0， so) 映 入 到 自身 之 内 的 连续 算 子 , I (4.5.10) xf— 
J, gE Ls(0， cc) 都 成 立 . 
现在 假定 了 是 方程 (4.5.9) 的 非 平凡 解 .利用 (4.5.10)， 
得 : 
0=<f, BOT +f> 
=S, P+ BS, a 


二 | (CAF) (YS, aanak, (4.5.14) 
因为 
f, P=] a 1) Hab, 
我 们 得 估计 式 
0> $ <f, 过 | 


+E EDAP- Iak, (4.5.12) 


根据 r_(%) 在 只 \{0} 上 不 可 能 有 零点 这 一 事实 ,并 由 于 (4.1.22) 
”已 经 给 出 , 我们 有 :在 R0} 上 1 一 {5,(p)|>0. 
结果 得 
Ff =0€ Dg, 

这 立即 表明 了 =0E€Ls 以 及 f=0EIs(0, 0c), 因此 (4.5.9) 在 
La(0, co) 上 不 可 能 有 非 平 凡 实 解 . 

PAE 4.5.1, 以 此 结束 本 节 
中 所 引进 的 SNIE K, aN (e, s-a) We BRK 
是 积分 方程 
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0=B(2, s)+K(a, s)+ | “K(x, t)Blt-+s)dt (4.5.18) 
的 具有 K(@, +) ELs(z, 0), VEER 的 性 质 的 唯一 解 。 这 就 


证 明了 第 二 人 法 是 正确 的 ， 


. è» e è ù% ù% òo ò ù >» ç s č ù è s o ù s o + 8 ‘H 


Se MPEP, RAA E RT A A E BY BY 
调和 矩阵 苹 定 证 方程 , MEKAS MEE 978), 也 可 
将 散射 理论 推广 到 当 |z| 一 oo 时 位 势 % 随 2 线性 增长 的 其 定 
a tee de 在 下 一 章 中 , 我 们 将 
考察 另 一 不 同方 向 上 的 推广 ， 同时 在 更 多 约束 的 假设 下 ,有 了 时 

可 能 导出 比 杰 新 结果 更 为 深刻 的 结果 . 例如， 指数 式 衰减 的 位 
oe YE SCS ENE ARE (SG Sa a AT at HE BIZ ER HEB, 
GLB RIS SERS C1974); UAE ESA RER ET AA 
SS Ae TS NEM I RB, SE AE KL RRR 
(1979), ATR, Ba MK PUTA RE UA WE 
定 请 方程 的 获 射 理论 , 见 特 鲁 博 维 茨 11977) 和 杜 布 罗 文 . 玛 特 维 
耶 夫 、 庄 维 柯 夫 (1976)， 这 个 理论 与 上 述 理论 是 完全 不 同 的 ， 
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第 五 章 ”广义 萨 哈 罗 夫 - 
沙巴 特 系 统 的 散射 和 逆 散 射 


一 个 类 似 于 前 一 章 中 介绍 的 散射 和 逆 散 射 理论 ， 已 经 发 展 
起 来 应 用 于 另外 一 些 常 微分 方程 系统 ， 我 们 这 里 将 介绍 这 种 理 
论 在 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 系统 中 如 何 发 展 和 应 用 . 这 系统 产 
生出 一 大 类 可 积 非 线性 演化 方程 , 见 第 六 章 ， 它 的 形式 如 下 ， 


elle alas 
Va 7 åț - 
EXTRAS, ANPRMHG Ar, HRC 是 谱 参 数 , (5.1) 
.的 一 个 约束 形式 由 萨 险 罗 夫 和 和沙 巴特 (1972) 研究 过 ， a OR 
最 初 系统 的 推广 形式 引起 了 很 大 注意 , 见 阿 柏 罗 维 茨 等 (1978)、 
(1979) ， 然 而 , 关于 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 系统 的 散射 理论 还 是 
没有 和 象 关 于 苹 定 读 方 程 的 散射 理论 那样 地 完善 。 这 在 我 们 的 分 
析 中 将 清楚 地 看 到 ， 
容易 证 明 (4.1) 中 所 给 的 酝 定 记 方 程 是 方程 (5.1) 的 如 下 特 
«BA: l 
m=, w= +iky, 
同时 
=b, =k, q=1, r=u, 
然而 , 我 们 将 在 这 样 的 条 件 下 来 研究 (5.1) 的 散射 间 题 , 这 时 对 
应 于 苹 定 户 方 程 的 9 二 1 的 情况 已 经 排除 了 ， 当 然 ，(5.1) 的 散 
射 问 题 的 分 析 所 需要 的 条 件 是 关于 位 势 g 和 7 的 增长 条 件 ， 下 
| 面 我 们 只 要 作 这 样 一 些 假定 就 够 了 ; 
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g, rEC'(R), (5.2) 
lim |g(x)|=0, lim |r(x)| =0, 
eae a (5.8) 
lim {q/(z) |=0, lim |r'(@)|=0, 
还 有 四 
lgi <, [rln <, 
利 Igla <, [r]. 
与 (4.2)、(4.3) 和 (4,4) 不 同 , 我们 现在 关于 位 势 的 导数 也 有 要 
R. 这些 要 求 对 于 证 明 Goo 时 解 的 渐 近 性 是 有 用 的 〈 见 定理 
5.2.6), 
AAE PERHE, RIER RRR FE VIN BE 
求 位 势 满足 二 阶 增长 条 件 ( 见 (4.4)). 这 里 我 们 提醒 读者 ,在 薛 
EST) OWI F (6.1) =DE, ATAS u G1) th 
BY) r) PY BRR IG K AR EE ED k=O CBD C= 0) BY ERT AY ESE 


性 所 必需 的 .读者 也 将 会 看 到 ,(5.4) 中 |_|) laz<ee 的 要 


求 是 要 使 5 一 0 时 不 产生 特殊 的 奇异 性 .在 这 方面 , 本 章 的 分 析 
比 第 四 章 的 分 析 容 易 得 多 . 但 是 这 里 也 有 在 研究 巩 定 词 方程 时 
所 没有 的 复杂 性 ; 广义 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 系统 中 的 微分 算 子 一 般 
总 不 是 自 伴 的 . 

本 章 的 安排 与 第 四 章 相同 . 在 85.1， 我 们 介绍 方程 (5.1) 
的 几 族 解 ,并 定义 一 些 散射 系数 .继而 在 $5.2, 我 们 考察 (5.1) 
的 解 的 正则 性 和 渐 近 行为 。 在 $5.3, 我 们 考察 广义 萨 险 罗 夫 - 
”沙巴 特 算 子 的 谱 , 在 $5.4, 我 们 给 出 (56.1) 的 某 些 解 的 健 里 叶 积 
分 表达 式 . 在 85.5,， 我 们 将 导出 与 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 系统 
的 逆 散 射 问题 相关 的 、 类 似 于 盖 尔 芬 德 - 菜 维 坦 - 玛 钱 科 积分 方 
程 的 方程 . 

可 以 证 明 , WR r= 一 gq”*， 则 上 述 积 分 方程 是 唯一 可 解 的 ， 
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(5.4) 


见 阿 柏 罗 维 蒋 等 (1974) ， 然 而 在 一 般 情 况 下 ， 与 一 大 类 位 势 有 
关 的 唯一 可 解 性 的 充分 条 件 问题 ， 依 然 没有 解决 ( 阿 柏 罗 维 蒋 
(1978) , 84 页 ).， 注意 , SRNE TRESEN BRS 
德 - 莱 维 坦 - 玛 钱 科 积 分 方程 的 情况 下 得 到 的 结果 很 不 相同 (S 
阅 定 理 4.5.1) 。 这 种 差别 可 能 是 (至 少 部 分 地 ) 由 广义 萨 哈 罗 
夫 - 沙 巴特 算 子 的 非 自 伴 性 引起 的 . 

由 于 下 面 的 许多 证 明 与 第 四 章 中 对 应 定理 的 证 明 相 平行 或 
很 类 似 ， 所 以 我 们 予以 省 略 , 或 者 只 列 出 概要 ,详细 的 补充 留 给 
读者 作为 练习 .我 们 还 要 指出 ， 本 章 中 所 用 的 关于 散射 量 的 记 
号 与 第 四 章 中 所 用 的 相 类 似 ， 而 与 第 七 章 中 以 及 呵 柏 罗 维 区 l 
(1978) 所 用 的 不 同 . 以 后 我 们 在 介绍 散射 系数 时 ， 将 详细 说 明 
这 些 不 同 记号 之 山 的 关系 ， 


$5.1 广义 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 
系统 的 解 和 散射 系数 


十 分 自然 的 是 ， 我 们 要 考察 广义 萨 险 罗 失 -沙巴 特 系 统 
(5.1) 的 下 面 四 族 解 : 


@) Bee, Roo), Sa-nt, 


(b) bem Ret, r»(?), 当 w > 一 co 时 ， 
F (5.1.1) 

(o) = Lov, rù) 当 w >+co 时 ， 

四 gel, t+(5), 24 @>+00 Fit 
这 里 ý, RERANCH RM. 6.11) PRA 
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SHMAPAK (197) 和 本 书 第 六 七 两 章 所 用 记号 的 关系 如 
Five pion at wah, hab, 我 们 进一步 引用 记号 : 


Q: g(a) 
KO ( ye 
AGS tS ` Aa (2 9) 12) 
NO 2] . > eN 0 


THR RL AË Bh R- 
©. Rago iim 1 RG, g= Q 


an oO REM, lim Re, D= 
(ce) D’=(M_+Q)L, lim L(g, 的 = 


@ she eee ee = | 


我 们 将 在 8 5. Sch aes, 如 时 请 参 数 的 位 置 受到 适当 的 约 

训 ; 鹿 后 工 ;8) 中 的 问题 都 是 唯一 可 解 的 :  …: 
R, Ly, Y E Im >o 时 定义 完善 , 

R, ETA P 在 ImL<0 时 定义 完善 

注意 当 YEt 计 ;我 们 已 经 定义 了 二 阶 系统 (5 了) 的 四 族 解 . 
BA, vA Gri A PAER TA BEZK E, 我 们 必 
ga 


(5.1.4) 


G) vem rghit rth, ; © =l- pr tlp, 
Q, Era E a ”由 = l Y+, r, 
其 中 散射 系数 ra r- 等 仅仅 与 LER AK: (6.1.5) (a) 中 所 
用 散射 系数 的 记号 与 阿 柏 罗 维 避 C1978) 和 本 书 第 入、 七 两 章 所 
PETRA T, oer d= rs, asf bm —ray .当然 ,在 
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(5.1.5) 


%,, 7-, 7, 7-, 4.14, EE 2M, ed de 我 们 也 
在 下 面 列 出 一 些 ， Te m iA 


(a) ERATA eis 
和 i rN-1 的 Bel bons 
x. ~ = (> ~ |» 5.1.6 
Qr om wit T 6.10 
"i o aerua aaa 
人 


EXER ©: 1.6). (8)， 可 以 考察 A MMKRAN 
Ry BY Wb, BO = (We) (b) sr. Habe, 并 检验 它 是 常数 
关系 式 (6.1.6) (a) 是 初等 的 . 
考察 其 他 朗 斯 基 行 列 式 。 可 得 出 男 外 一 些 很 有 用 的 结果 . 
容易 证 并, A LEC, Ye BKM, UR CER BF r- 
Wih, p) = (R, 岂 ) 是 定义 完善 PAY, 类 似 地 ， 4 get- AY 
o KM, WEY Cem -ret WE, b)- WR, D) 
是 定义 完善 的 。 因 此 , 利用 下 述 定义 , 自然 可 将 r- 的 定义 域 从 
REMC, Fe 的 定义 域 从 只 延 拓 到 i 
kee = Ra Helis; C, E, 
[nT MOT Be! Ghott E. rten 
注意， 这 些 定义 不 会 使 位 劳 在 【一 0 处 奇异 (比较 1.16) 1). 
.最 后 我 科 指 出: 当 9 和 "是 实数 时 ， 下 面 的 性 质 成 立 ; ER 
六 Wi, wi, R R, L, L. Th, Tn oe r~ pj 一 5 来 代 
#8 6, 5 Oy FRESE, gee eerie 
’ RG, D= = R(x, ae 对 一 -LECL 
r(-D=r 0, Wo-mlESs,; (5.1.8) 
: SREDA, SWAER ae 
AUKERA, 当 Be t=0 Bt, sabe dt 这 些 论述 的 
EHEAR a a i a 


° 1.389. 


§5.2 解 的 性 质 


我 们 将 (5.1.3) 中 所 给 的 关于 R RL LD 的 问题 重新 表 
述 为 积分 方程 , 以 此 来 开始 我 们 的 讨论 。 其 次 , 我 们 将 迭代 地 解 
出 这 些 积分 方程 ,并 考察 解 的 正则 性 和 渐 近 行为 . 

为 了 用 一 种 方便 的 简略 的 形式 来 表述 积分 方程 ， 我 们 将 

再 用 (4.2:2.2) 中 介绍 的 运算 符号 ; 和 ;!， 但 现在 要 明显 地 扩大 

PEE Se, y, C) 和 向 量 函 数 wo, 0) 的 情况 ,容易 验证 
.《5.1.3) 中 所 给 问题 等 价 于 l 

= Ga) R- (oj+G:B， (c) L- (1 )-H:L, 

ON í (6.2.1) 

(b) R- (2) +HGR, (a) L~())-@:L, 


其 中 


C(z， ba t) age Oh Q | a) j, 


r (y) giit(e-w) 0 


、 —Mi(a~y) 
H(z, y, Ù -eg 人 ( 0) ) 


例如 ，(5.2.1) ORTERNA BU RIS. 
Rls, Q -14+ |" ay) Ray, Ody, 


R, (2, 0) = ji) ame R (y, Cdy, 
类 似 于 定 更 4.2.2, 现在 可 导出 下 列 结 果 : l 
定理 5.2.1 Mei ar 满足 (6.2).(5.8) 和 (5.4, 那 末 
(i) a. (6.2. 1) (nF LEC, 有 唯一 解 EN oa 


. o> * è o © è ò o ò o o 
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. (6.2.1) (b) 对 于 LEC- AiR, 它 对 z+ 而 言 连 
#, oi co 时 有 界 , 且 在 经 典 意义 下 满足 (5.1.3) (b); 


o. (8.2.1) (ec) 对 于 5EGE， 有 唯一 解 隐 ， 它 对 “而 言 连续 ， 
repack les 且 在 经 典 意 IFAR. 1. 3) ¢ ii 


. 4 è> © ò% è ò #8 @ 


p ° .ee、e 0 0 © ee o ee 。 o a © > 8 è 


Rom $ j Row HIRO, 
O W L- ŠL, 
a ) Let = — HYE”, 


5.2.2) 


@ haa a 
eg ms | ) L=- G”, 


È 


@ Re, picia, Lee, 
O [Rm @, O1< B®, ges., 
en’ Vila) peg © 62-3) 
(0) JPm(e <Ë, rec, 
ec p FO, ree., 


-e 141-0 


SEM F eCO? ER, ae | 
|e] =max(|é!, feat), has Ms 


Uso) mez (flat lag, f iroa], 


Vola -nex [| la dy, [lr Woy]. 


将 估计 式 (5e333) 与 (4. 2.2.6) 和 (4.2.2， 8) 进行 比较 ， 有 一 
个 很 重要 的 差别 : b=0(C= 0) 处 的 奇异 性 不 再 存在 了 !, 这 个 事 
实 使 我 们 可 以 给 出 一 个 类 似 定理 4.2.3 ENER, 它 的 优 
RE C=0 不 再 是 一 全 例外 情形 .、 

定理 5.2.3 

(i) RAL ORE) 的 元 素 ， wee SER, 它们 
都 在 C_ 上 对 《 TRIERI j 

< Gi), RAL O Rx.) HR, HEM se, 它们 
者 在- 上 对 《而 言 是 解析 的 。 

”作为 全 .1. 人 站 的 直到 结果 ; 我 们 现在 还 有 ; : 

定理 5.2.3 的 推论 

(i) 7- HE, 上 连续 ,在 C,\ {Imk= oF ÉR, ü 

(i) Fy 在 CR, 在 CL {Imk 0} KRH. 

(5.2. 3) 中 所 给 估计 的 另 一 个 结果 是 到; Lak, a 

的 自然 定义 域 中 x&+ ATR XC .中 一 BAN. a 


”定理 EE 一 yh 
nex (gup| R (a, Ole Pie OI, sup Rte, D, 
ppibe, Dl <expimax(i lis irl} B, © 2.4) 

而 且 ,我 人 


‘max (gap is (£),- up|? (0) |) <Bo=2B", 6.2.5) 


AL2。 


,与 定理 4.2.5.2 比较 ， 我 们 看 到 在 这 种 情况 下 ， 当 r> 
或 o> 一 oo 时 , |R| [Li Ri) DL) REAR “线性 地 增长 . 
,我 们 下 面 较 详细 地 考察 | oo 时 解 的 渐 近 性 、 

定理 5.2:5 


立 ; 
~ (B) tim Ret) je EC LY CEBU, 
C (o) lim BG, ob ec a 


@ lim a Pe 0- E ai URS 


er (i) Q) lim Bale, Or) 在 F tg 8B 
RY 


. . >» ò% ù% 8 >% 
e © © è ò v © 


-_= © © T S «@ 


Gi) “©: lim Falz, D0 a ce) + ER Ty — 
HORST, 

(b) tim Ba, Q=0 ERE CE NY CTS SH 
W 
p (6) tim Inte b- -0 YRR ce, ES CIs 
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(iv) (a) lim | Rs(z， E) rE = 在 只 上 对 《而 


(b) lim | By (z, C) —r_(C)e***| 一 0 ERENS- 


致 地 成 立 ， 

(0) lim |Zi(@, D-i- (00m0 ER Ex A 
致 地 成 立 ， 

G) Him {Tw, ¢) — LOMO REx CMA 
至 地 成 立 ， 


这 定理 的 部 分 (i) 又 是 (5.2.3) 中 估计 的 直接 结果 ，- 例 如 ， 
M a AME, la| 足够 大 时 ， 有 | Re, o-(5] <2U (0), 这 


就 意味 普 (i) (a) ， 部 分 (ii) 的 结果 可 通过 结合 (i)、(5.2. 4) 种 
(5.1.7) 而 得 ， 部 分 (iii) 可 用 象 定理 4.2.4 (b) 的 证 明 中 那样 
的 技巧 求 出 ， 最 后 , 部 分 (iv) 可 用 (5.1.5) 和 (i RS. 

利用 (5.2.1), 易 知 下 述 结论 成 立 : 

定理 5.2.5 的 推论 


r-(D 1+] a Bay, Ody, LEC M, 
o ROf DE, Ddy, tee, 
(6.2.8) 
reOaf Qe Ry, Ody, uter, 


和 人 -| gehty, Ody, 4 CERBL, 


“这 个 推论 非常 有 用 ， 例 如 , HELDIR r, FCO) 和 
TSBrlc 


max |7- (O) |<Blgl,, 
cen i f 


(5.2.9) 


Rp Bim (6.2.4) Pm. 
读者 可 能 已 注意 到 ,至 此 我 们 已 得 到 了 类 似 定理 4.2.4(b)、 
引 理 4.2.4.1 和 4.2.4.2 的 结果 ， 但 尚 无 类 似 定 理 4.2.4(a) 
给 出 的 有 关 k| 时 解 的 渐 近 性 的 结果 . UR A 
户 方 程 的 情形 中 ， 解 的 纽曼 级 数 的 第 项 的 阶 是 |z|-”( 见 定 
理 4.2.2), 而 这 情况 在 这 里 不 再 自动 成 立 , 见 (5.2.3). 虽然 这 
个 事实 在 以 前 是 很 受 欢迎 的 心 =0 时 无 奇异 性 ), 但 现在 却 引 问 
一 个 错误 的 方向 ， 我 们 必须 更 费力 地 去 获得 |C| oo 时 的 渐 近 
H. ERER |, CEC, 时 Rw, 0) 的 渐 近 性 ， 首 先 
我 们 要 用 一 种 形式 展开 方 法 去 寻找 最 初 的 几 个 渐 近 项 . 然后 我 

们 将 证 明 这 种 形式 展开 的 正确 性 . 

”我 们 寻找 如 下 形式 的 展开 式 : 
R(a, O = Ra®(2) + + Ra (z, t) +0( 

AR (5.2.1) (a), SLE 


| Ree) - (让 
关于 下 一 阶 ,我 们 得 


DE 


ra 


a pëe noe dady | 
人 Dee 
由 分 部 积分 , 容易 验证 
A. ey- 区 : 
-fr KO 
将 这 恒等式 代入 , 再 应 用 分 部 积分 ,得 


e 746 © 


ie fil OTe AA EEE 
pa af. a9) ry Ady + en re r oobi | 


a wo HOMO dedy- i= vara, 
办 而 自然 可 取 o 


E clays ile rereornag) 


wanes. DEEBA. IA r RE ‘ite 
git [ret Pdy— o('21). TELEVIE CVA 
MR rE OR), [rfu < 00, RT E. 

现在 我 们 考察 余 项 | 


Rr—R— Ra’ -Ro Fe Seo R 
不 难 验证 Rr 须 满足 下 面 的 积分 方程 ， 
se Rr=h+G: Rr, A 


h(a, O- carta)" poed 

A |-- rf roe duly — MOLO 
ha(a, C)= Qi eau : [r (x) 全 1 Or 和 
-人 i oe dade (a Hr OAS rendy]. 


注意 : e 
e 0 HEEG, LEOR s 5 ~j os 让 


. © 148 - 


其 中 常数 ODO, 与 aE 中 无关. 
用 适 代 法 解 积分 方程 求人 项 ,可知 上 述 事实 意味 闭 
|Rr(x, DSO ay, CEC,, CORT, 
其 中 常数 ODO, ER HH 
这 就 证 明了 及 展开 式 的 正确 性 ， 用 同样 的 方法 可 得 出 其 
他 各 族 角 在 5->o 时 的 源 近 性 这 此 结果 由 下 面 的 定理 给 出 ， 


gg ahah 5 “ ark n gi 
(a) R(z, >) Pra ORO 
| TEN 
3 人 |->co LEC, 时 ; 


eat g(x) f; 7 (gee dy 
| | oe iS oes | Ł | 
| ) Ro, 3 (0)+ Sif ade sro } 


ol|#|) 
,tl eo, CEE mh 62.10) 


(c) a E Do E sl {~ gr) ey ， 
+0(\7'|). 


ay Ll->00, LEC- 时 ; 
va 


1 1 g(r (y)dy | 
(a). Li, wes 2i% ost etal 


; 当 vel LEC, 时 ; 
SPPN ONCA, 


: AREA 5 .2.5-Gii) A (5.2.8) 式 ， 我 们 也 可 导出 BM 


数 在 很 大 夺 的 和 有 为 的 表达 式 . 
定理 5.2.6 的 推论 
. 1 
! Onin gel gr (yayt+O( ry), 
“LEC 时， 


1 
7410 -+ 起 | Wr (y)iy+-0(e), 
… 当 os CEC_ 时 ， 


(5.2.11) 
| |), M4 itio, Cem at, 
x pie 
7) -0(|4}), 当 |Z |-ro0, LER RY, 
又 ir An<e, 


SHURA Er, 和 7 的 结果 是 十 分 容易 的 。 例 如 从 
5/2.8), a 


\ f+) 一 aria 了 | (ye ™¥dy +0 (r) 
利用 传 里 时 变换 理论 和 (6.2), (5.3), (5.4), TA 
at) = 人 De dy ELTZEN CH) NLA) 中 具有 性 


43。 - 


质 limjs(Z) | =0 的 一 个 元 素 . FIRI BAR p CC) 在 a> 的 每 
`: EHG, co) È (—00, Eee 因为 志和 * 都 在 
Lala, oo) 和 上 Ls( 一 o0， 一 Q@) 内 ， 


$5.3 (o "g-ot L, (5) Leyi 


让 我 们 考察 算 子 也 它 的 定义 域 是 
Hi (R) >= {VE La(R)*|v' E LR)Y 


ii i 0 
i ww-(。 (各 -Qe 
职 险 罗 夫 -沙巴 特 系 统 (6 1 也 可 以 玫 述 为 
Lv= Lv, nes 


从 而 与 算 子 工 Ww RRR. vw LE LA S 

中 的 无 界 闭 算 子 . 而 且 ,因为 位 势 g 和 在 只 EAR, 所 以 n 
是 自任 算 子 人 0 hie Je d was mish, Bm LR 
自 伴 的 . 

同 以 前 一 样 ,我 们 定义 巴 解 集 0(L) 为 ,p(Z) = eolE 
在 空间 Zai)a 中 有 有 界 进 }，IPe( 厂 ) 是 一 切 孤立 特征 值 的 集 
fe. WR OL) <(CEOlL—C EEN aO PREA AL 
wt}. 

PAREN AMAR AM PL), o(L) 和 IPo(Z f. 

下 列 特征 ， 
ee ee ee 
(i) Teo (L) = (LEG, le- (0 -0} U LEEI QO}; 
e oy Ys 


Gi) o(Z) =RUTPo (LZ); 

Gil) pL) = CEC. F- © 40} U {ELIT ©) #0}. 

”证 明 类 似 于 定理 4.8.1, 与 4.3.1 的 推论 类 似 ,我 们 也 有 : 

推论 5.3.1 每 一 特征 值 zEJPc(Z) 都 是 简单 的 对 应 于 
{EIPo(L) 的 一 维特 征 空间 ， CEC, 时 由 由 (*,《) ER, 
CEC 时 由 六 (多 生成 。 同时 ， ins CETPo(L) NG, N 
(+, 4 a Ohl, t); ECC Ee C), T 

导出 - tered). Gi 
这 个 推论 的 关键 是 证 明 ， HURON, 方程 Lv 二 Lo 总 存在 
一 个 在 aco 时 指数 式 地 增长 的 解 . 这 可 通过 观察 当 v 被 规定 
Hy Vo Tid TER FES KE HL A. 这 个 问题 可 重新 表 
述 为 ;. 


ibd orafa- 四 (人 Sa 


j })eo Cre) rD, 
.的 
(Te), Df me (1 z < 
如 果品 充分 大 , 则 是 巴 全 赫 空 间 
| W- foe 0 (suple, Ole me = [Oly <oo} 
ORE, AARRE <e, a 可 任意 小 ， 于 是 有 
0 一 也 二 (IT 一 四 -275o， 


mO SG, -en(e- 中 人 = se} í 

因此 我 们 有 lotolw<2e jvolw, 所 以 如 果 Do 指数 式 地 . 增 大 ， 

J o th, fel Peo | 
.利用 推论 5. 了 tx 可 以 证 明 下 面 的 结果 : - 

-15Q0°. 


)); ye -v(y, Day. 


r 


引 理 5.3.1 

G) 如 果 L Pann BN) Lo JB HRPA, M 
T- (Co) =0, mi ag (bo) #05 

Gi) 如 果 bee (DD) NG, W Lo 是 r+ 的 简单 零点 ， E 
7 +(€o) =0, 但 Fle) #0, 

这 引 理 的 部 分 (i) 可 用 反 证 法 来 证 明 ， 先 假设 对 某 个 %E 吕 
H CoE IPo(L) M r-t) = (Ge) == Te (Lo) =0, 我 


” 们 将 系统 (6.3.1) 稍 微 扰动 ， ee L’, 它 是 由 于 位 势 了 和 和 


9 被 * 二 er Mateq 取代 而 得 ， 这 里 7, 9€D， 于 是 产生 一 个 
SAY aK r, CET A 选择 得 适当 时 在 to 的 一 个 邻 域内 具 
Ai ntl PBR, 这 个 邻 域 的 直径 的 阶 是 VO, 6 10, 当 s>0 


笠 ， 由 于 推论 5.3.1, 这 nn 十 1 个 零点 中 的 每 一 个 都 对 应 着 具有 


一 维特 征 空间 的 IPa(L") ©. 中 的 -~ 个 点 ， 取 极限 10, SF 
利用 有 限 特 征 值 系统 的 连续 性 理论 (加 芯 (1966), 第 四 党 
$ 3.4~3.5), WME Co CIPO (L) HM nti 维特 征 
空间 . 这 与 推论 5.3.1 是 矛盾 的 , 因此 我 们 证 明了 (i) 。 关 于 这 


”种 推论 的 细节 和 部 分 (让 ) 的 类 似 证 明 , 留 给 读者 去 进行 . 


另外 ， ae aOR Hels A HE Cl 
4.8.4), 可 导出 关于 & Ti (be). TEU) 的 显 式 。 读 者 可 证 明 
(ASRAB Co) Fi 
ar 
|e, hala, todda, 
其 中 CoE IPo (L) NE 


—2 
-| Wal, tid; 


(6.3.2) 


©1516 


其 中 CoEIPo(L) NE.. 
Sy- «ASS SG lS: POCA EAE EPR 
Smosh T AAG, REMIT HR, 
3138 6.8.2 ec eee es 


入 ”一 和 


将 5.2 11) 向 所 给 的 源 近 性 .人 定 埋 5.2.3 的 推论 中 所 表示 
的 连续 性 、7- 和 + 没有 实 零 点 的 事实 和 一 个 解析 函数 的 零点 
在 解析 域内 不 能 有 极限 点 的 事实 结合 起 来 ,就 可 证 明 这 一 引 理 . 
我 们 把 这 工作 留 给 读者 去 进行 。 必须 注意 , ATF r- 和 7; 没有 
实 零 点 的 假定 , 正 是 我 们 在 导出 逆 散 射 积 分 方程 时 所 需要 的 .在 
那里 , 所 出 这 一 假定 是 十 分 自然 的 .如何 利用 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 
系统 的 位 势 9、 7 来 估计 离散 特征 值 的 效 日， 这 个 问题 还 没有 得 
i 3.15) !). 


g5: 4 解 的 傅 里 叶 变换 


Atay ett r eee ST 
的 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 - 玛 钱 科 积 分 方程 时 起 着 重要 作用 .这 里 我 
们 将 导出 这 些 传 里 叶 变 换 解 的 一 些 性 质 . 


定义 ; | | 
s-enyr(z-(°)), m L=( VEE, 
(5.4.1) 
J- enve ra (L- f 外 即 = JvR. 

关于 伟 里 是 变换 的 记号 及 其 性 质 , 可 参阅 § 4.4， 利 用 定理 
5.2.3 LLB (6.2.4) A1(G.2.10) 3, 林 知 L-(;) €F(R->13) 


ss 152. 


m- P Jerez, 因此 , JH Te F (R13) 空间 中 


定义 完善 的 元 素 。 尽管 如 此 , 我们 还 可 以 就 了 和 上 的 性 质 作出 
许多 说 明 . | 

定理 5.4 J 和 了 是 ONL) NONE) 中 的 元 素 , 它 
AGE FG R H J 


es 


i SPORE, 


ap) = (0) ekoi; 
0 
5.4.2 
Ñ (z, s), 4 s>0nt, i á 
J(e, = (0) % $<0 R, 
0 7 
NAN 


OZ (R2) =| We cron [0， 22). {tim | Wa, 9| 


0 | 
-oj 
HITE, RERUN ELE AEE s= 0 时 的 全 与 位 扫 有 如 下 
KR, 


x {2° pe | 
(a, 0) = hb 
| 9 Wr (way 


zia ey 


-5 ra) 


(5.4.8) 

“Me 0) = -人 

EEE Li cet: ArT ANN 
如 下 .首先 注意 ,作为 (5.2.10) (e) 的 结果 ; 有 


.153> 


aU Kata atl harna) 


sri | Or 
+ hy (x, E); 


其 中 

hL ECRL?) NC (RL), 
因而 

1 Lug 

i 0 ~ 37 @+ ZS) HH) 

frre oe aaron ) 
亚 1 1 _ 
| ye UKOLL 
+h,(z, s), (5.4.4) 

其 中 ÎL EQ (RL) NO(NC}), 


由 引 理 4.4.1, 我 们 在 s<0 时 有 hi(z, s)=0, RARER 
下 的 是 要 证 明 JEO NRL), 
利用 (5.1.3)(e) 中 所 给 关于 五 的 微分 方程 ， sextet 
人 情 里 叶 变 换 , 可 知 在 分 布 意义 下 , 有 
(2 -22 Jı- qJa+ qs), 
as =r. 


不 难 证 明 这 意味 着 Ni 和 Na 必须 在 经 典 意义 下 满足 
(Z 99 <= 9s, 


ƏN, 
- Dr 


Ni(@, 0) = ~ Fat), 
lim sup [Ni(%, s) | =lim sup | Va(a, 8) |<o0, 
这 就 导致 下 面 的 积分 方程 


se 154. 


—7Ny, 
(5.4.5) 


z 


Na(z, 3) = — | (Na(y #)dy, 


(5.4.6) 
Ni(z, s$) = -5 (2 +55) 


+ 可 |.e(z+ Ea JÍ, sn (TN) (y, ndydn, | 
关于 Wi 的 方程 可 用 迭代 法 求解 . 
NÏ NP, 


NP (z, )=-F9 (2+4 s), 


(5.4.7) 
NE®(g, ) =t \'o(2+F =n) 
Xe) (ym dydn, 
(sn) 
通过 对 n 而 言 的 归纳 法 , 我 们 得 
INP Ce, 91< sup Le aay 
| | EN - (5.4.8) 


其 中 MC) =[ {ro |+ 19) d. 


而 且 , 我 们 可 以 证 明 (5.4.7) 中 所 给 的 解 在 空间 
W= {v c0 R3), sup sup|v(z, s) | <20} 


中 是 唯一 的 ， 
WIE, (5. 4.7) 中 给 出 的 解 与 从 (5.4.4)、(5.4. OME. 4.2) 
所 得 的 Ny 符合 . 
读者 还 可 对 n% 用 归纳 法 证 明 下 式 : 
e 1559 


-s FIN, Nja Mhs s HRL, 
o 当 s>0 时 、 . (6.4.9) 
至 此 ,定理 5.4 的 证明 就 不 难 完成 了 . 

MX5.4.2) 的 一 个 直接 结果 是 : 

定理 5.4 的 推论 LNT Li TERM EH 
式 ， 


i 一 0 "N Keds. 
" gdi oie! oem (5.4.10) 


ca Le = (8) + Ne setas 
RT Ale 
上 两 式 中 的 积分 都 绝对 收敛 . 


最 后 , 类似 于 引 理 4.2, 有 下 面 的 结果 : 
引 理 5.1 
有 效 ; 
(it) (6.4.10) ¢ (if) 本 的 表达 式 对 二 切 EE- 都 
a | 
这 引 理 的 证 明 与 引 理 4.2 类 似 . 


$5.5 i 散 At 


在 本 节 中 ， 我 们 将 为 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 系统 导出 与 盖 尔 芬 

德 - 莱 维 坦 - 玛 钱 科 积 分 方程 ( 见 $ 4.5) 类 似 的 方程 ， 为 此 , 我们 
作 下 面 的 补充 假定 : 

VEER, ri (C)#0MT.(C)*0, (5.5.1) 


»4B6e 


这 样 ,可 保证 二 -和 二 在 实 轴 上 没有 条 点 ， 

由 于 这 个 假定 ， 离 散 特征 值 的 个 数 将 是 有 限 的 (参阅 引 理 
5.3.2) RAC. 中 的 特征 值 记 为 6, k=1, 2，…，@。 于 是 
r-a) 一 0; k=1, 2, =, d, C 中 的 特征 值 记 为 名 k=1, 
2,…, d, EMW E T) =0, k=1, 2, =, d, 


SIA FAES: 
ae mee 
Ta T= 7 
ai? (5.5.2) 
Cr = me $ b, = ==, 
T Ty 


这 些 系 数 与 ee 以 及 本 书 第 六 、 七 两 章 中 有 关系 


数 的 关系 是 a=, ae, b=, b=- 2, 6.5.1) 


式 可 知 b, 和 b, 在 实 轴 上 没有 奇 点 与 (5.2.9) 和 ,(5.2.11) 结 
合 起 来 ， 可 知 b, M b, 是 L NLN 的 元 素 ， 我 们 的 结论 
是 : 由 


5 1 
人 
| Ban = = Te (5.5.8) 


定义 的 函数 Bon, Boon 是 La 1Oo(N) HIER. 
注意 这 里 有 ， 


Bort (y) g tl. b, (fed, | 


er (5.5.4) 
| Oat, 


S 


t 
Basely) = — åt p> cee 


i  - (5.5.5) 
Baiser (Y) => Cre 8; 


o187> | 


O,— SOX Fill” dale, Whale, Bde], 


0,~ $a) = -4 d is dn, (a, Ly) thy, (x, zaz] 


利用 (5.3.2)， 我 们 可 导出 (5.5.6) 中 的 第 二 个 等 式 ， 由 于 引 理 
5.3.1, LGM, CRESTS. 我 们 还 要 指出 Ci 和 Ci 所 
代表 的 常数 与 阿 柏 罗 维 艾 (1978) 和 本 书 第 六 .七 章 中 相同 . 
共 次 我 们 定义 
= B= Boontt Base, B= Bont Biwer, (5.5.7) 
TEA ALE KR BA BEKA O.1.8)), E-A 
趣 的 练习 、 
最 后 引入 记号 
Ni. N: 0 
a g a a 
其 中 NAN 如 同 (5.4.2) 中 一 样 . 
通过 以 上 准备 ,可 以 导出 下 面 的 结果 : 
、 定理 5.5 假定 条 件 (5.2)、(5.3)、 (5.4) A16.5.1) 得 到 
i 则 (5.5. 8) 中 定义 的 但 peste LN] 满足 矩阵 形式 的 


ee © è © © © ò s @ òè = o o ò% ù ò ò% & 


(5.5.6) 


EN (a, 人 [| Gols | 
+ | EN] (æ, 1)+(B](Qr4+-s+t)dt=0, (5.5.9) 
BECELAP ESRI. RUPEES AL RGN Pa 


. > è» ù» © è> ù ò ò > 86 @ ò ò @ 8 © ò © © ù @ % 


的 函数 如 和 名 
我 们 简单 叙述 一 下 这 定理 的 证 明 . 
AR, L 5 6.1.5) (a) 中 所 给 的 第 二 个 关系 式 ， 有 
aft = L+bL es 


S 1585 


其 次 将 (5.4. 了 中 所 给 工 和 荆 的 去 达 式 代入 上 式 ,有 


Mores ~ /1 
ag- (| )- pa 


+V Zn be Po. (5.5.10) 
注意 这 等 式 中 的 每 一 项 都 属于 OORL). Alt Fa EF 
这 等 式 是 有 意义 的 . 与 紧 接 (4.5.5) 的 计算 相关 似 的 计算 夫 
BY, 2 s>0 时 ,有 


Renu (o } |, s) = Boa (20+8) a 
(F ,CB,0- xop, J )] @, s) 
-| No, t) Boon: (2a-+8 +t) de, 


pe maa (,)je» 


R(x, Q) 
-1% 7 (Cn) 


a —4 Zeke, bo EC™ x(22+8) 
Beat 人 9 )- JN Ce, D Baets tids, 
Le) . , l | 


在 最 后 一 步 计算 中 ， 我 们 相继 使 用 〔*) 一 rE€- 中 半圆 上 
的 国道 积分 和 柯 西 留 数 定理 :(*…) 一 一 推论 5.8.1;(.… ae 
(5.4.10) GD) 和 引 理 (5.1) G). 

结论 是 :将 Fa 作用 于 等 式 (5.5.10) 后 得 


N(a, s) +B(2%+s) (3) 


(5.5.11) 


et tne 


+f" N(a, t)B(2a+s+t)dt=0, (5.5.12) 


«(39 


同样 ,从 (5.1.5) (a) 中 第 一 个 关 示 式 生 发 ,我 们 得 
Ñ (a, s) + B(2x+s) (| 


+F NG, t)B(2e+s+1)dt=0, (5.5.13) 


容易 验证 从 (5.5.12) 和 (5.5.13) 可 以 导出 (5.5.9). 

定理 5.5 开辟 了 通 向 逆 散 射 理论 的 道路 . 给 出 散射 量 
Zu. Če, Or, Oe, 5b、b.,， 可 以 计算 [B]， 然 后 解 出 6.5.9)。 从 
Ni, Na RAA g Mr 是 容易 的 ; : 

q (a) = —2N, (s, 0), r(v)=—2Na(a, 0), (5.5.14) 
如 同 我 们 在 (5.4.8) 中 看 到 的 那样 . 

使 方程 (5.5.9) 对 一 切 zER 有 唯一 解 的 充分 条 件 已 经 找 
到 ,例如 在 + 一 一 q* 的 情形 中 的 条 件 见 阿 柏 罗 维 茨 等 (1974) . 

如 同 在 (5.2)、(5.3) 和 (5.4) 中 那样 假定 位 势 连续 , 那 末 只 
要 能 在 R 的 某 -- 稠 子 集中 就 参数 "唯一 地 求解 方程 (5.5.9)， 
条 件 就 足够 了 AT, 具有 什么 样 特征 的 一 大 类 位 势 g 和 7 能 
产生 这 样 的 情况 , 这 个 问题 依然 没有 解决 . 

人 们 可 以 想象 这 样 一 种 情况 ， 当 参数 ” 属于 某 个 区 间 
7TC%, 而 这 区 间 的 非 唯一 性 使 我 们 不 能 从 给 定 散射 量 在 工 上 唯 
一 地 重新 构造 位 势 9 和 7 时 ,方程 (5.5.9) 不 是 唯一 可 解 的 .但 
是 ,我 们 认为 这 种 反常 情况 极其 罕见 ， 


es +1806 


SAR MHRA 


现在 我 们 继续 进行 在 第 三 章 中 开始 的 讨论 . 概要 地 说 ( 略 
“去 全 部 技术 细节 和 条 件 ) ,我 们 有 了 下 面 一 些 结果 - 
，” 设 工 是 某 个 希 尔 伯 特 空间 中 以 t 为 参数 的 算 子 族 ， WR 
FERT B, 使 

êL 


$ =BL-LB, (6.1) 
IA LAMA tA. WE 
E Lv=v ; (6.2) 
的 特征 函数 按 下 面 的 规律 演化 : | 
多 一 Bu， (6.3) 


在 逆 散 射 变换 方法 的 应 用 中 ， 人 们 要 寻找 成 对 的 算 子 和 工 ， 
”使 得 方程 (6.1) 对 函数 w(z, 四 来 说 是 一 个 有 趣 的 非 线性 演化 方 
程 , 这 里 的 在 算 子 工 中 是 作为 “位 势 ”而 出 现 的 ,对 于 这 一 方法 
的 成 功 应 用 , 还 有 两 个 要 素 是 必需 的 : 第 一 , (6 .2) 的 逆 散 射 问题 
必须 解 出 , 使 得 位 势 v(z, 候 能 够 从 散射 量 数 据 重新 构成 ; 第 二 ， 
必须 能 根据 对 (6.3) 的 考察 来 确定 散射 量 随时 间 上 的 演化 ， 
应 该 指出 ， 如 果 目 的 是 求解 某 个 关于 uw, t) AIR E 
E, 那 末 构造 一 对 合适 的 算 子 B 和 工 几乎 不 能 被 认为 是 演绎 分 
析 的 产物 ,而 应 该 被 看 作 是 一 种 发 现 ， 
在 本 章 中 , 我 们 讲述 一 系列 这 样 的 发 现 ， 我 们 并 不 打算 对 
那些 与 寻求 能 用 逆 散 射 变换 法 求 积分 的 演化 方程 有 关 的 文献 作 
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一 全 面 的 综述 .我 们 的 目的 只 是 表明 这 方法 是 怎样 起 作用 的 。 
在 本 章 大 部 分 篇 幅 中 ， 生 成 可 积 演化 方程 的 散射 问题 是 第 五 章 
中 研究 过 的 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 问题 .， 


$6.1 FREREBAR 
我 们 考察 广义 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 问题 


OV1 
Ou 


= OV 
Ox 


= gvs 二 LV = 0, 


(6.1.1) . 
十 ?Vi 十 这 V2 二 0， l 


KH ga, OMr@, DEL, RNZAKATUSS he 
RP R-U CAA A Wt t 而 言 不 变 的 演化 方程 . | 
Hz vn 是 向 量 0 的 分 量 .(6.1.1) 用 向 量 表示 成 


Lv+ilv=0, (6.1.2) 
其 中 
ma | 
| 3 | (6.1.3) 
y ee f 
Ou 


一 般 说 来 , HF LIL EL OE, KE § 3.1 和 $ 3.2 的 理论 不 能 
GA. AT, 由 8 3.5 中 的 推广 , 对 于 谱 不 变 位 势 , 我 们 仍旧 有 
”拉克 斯 条 件 


L,- BL- LB, (6.1.4) 

其 中 如 是 定义 特征 函数 演化 的 算 子 , 即 2 
a 2 = Bv, (6.1.5) 
”我 们 在 本 节 中 如 同 在 $3.3 中 一 样 地 进行 ， 并 将 B 构造 为 微分 


KT. 
— BRA ， 
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L|? 上 ) (6.1.6) 


cate r, 0 

我 们 记 

Bi B12 
| Be (0 a (6.1.7) 

代入 条 件 (6.1.4) 计 算 ， 并 注意 这 时 by 是 未 定 算 子 ， 我 们 可 得 

eB Bi 2- qBz21-- Brat =0 

Ox a 


3 (6.1.8) 
gP» Ba 2 ——— — B219 - -TBa =0, 
ð 
ET —=—- Brat Bud@=%, 
on ai (6.1.9) 


Ê Bas + BZ -rbu+ Baa =", 
现在 取 By 为 二 阶 微分 算 子 , 即 
Buh? +P E+BP -Fr, (6.110) 


URRE AS ?未 定 。 于 是 (6.1. Sa 它们 的 
所 有 系数 都 必须 为 零 、 同 样 , 6.1.) 左边 的 三 阶 微分 算 子 必须 
STRUWRAT. 经 过 计算 , 我 们 可 得 下 述 一 系列 重要 的 条 
tF: 


BP = BP =0, = (6.1.11) 
(SB ad BY aa 0, 

| 6.1.12 
A Ops? ~ Bi) =0, : i 


ee q (BS — BS) = =0, (6.1.18) 


2 BY +r (BY - Bo?) =0, 
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ka =q B} — rB? =0, 


(6.1.14) 
Be ABN- rpi? =0, 
| (282 +2 pe -a(p -BY) +2 Bg,= 
7 asst (6.1.15) 
+269 +r (Bi — BP) +2 BEr,= 
SB gp — rB -rB =0, 
(6.1.16) 
ase —gB2 = rhi? — QB. =0, 
dt 一 ap —q (B32 — BiT) + Bi 92+ Bi gaz, 
(6.1.17) 
- 288 SB (BR ~ BN) + Bist Bites, 
Rw sa AE 
= (88 — Bx), | 
[ (6.1.18) 
B= — 本 (B® —B.2)r, 


由 此 开始 我 们 的 分 析 . 将 (6. 1.18) 代 入 (6.1.14) 可 知 
0 6.1.19) 
-如 果 我 们 选择 AY 不 等 于 零 , BAH (6.1.12), BP 就 是 的 线 
ERK, 它们 在 |?| 大 时 将 给 特征 函数 的 演化 方程 带 来 一 种 不 希 
望 有 的 行为 .: 因而 我 们 取 
Bi? =8 =0, (6.1.20) 
HTAR, 系数 BY? 与 Apa KK. 
. 现在 我 们 将 (6.1.， 18) 和 (6. 1.20) 代 入 (6， 1, i5), 得 
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| | = 一 5 (BS +8 BP )ae, 

3 (6.1.21 

P=- T SBR+AP)4e, . 
SENOS ne anaa, 得 


2 fe 3 (B3 + 38i )) (rqa + qra), 
ose (6.1.22) 
a + ep2 ‘+ Bi?) (rqs+ rs). 


积分 后 得 


B= 1 (BR +382) rqter, 
| (6.1.23) 
Hs i y L (88E + BE)rgt+es. 

现在 , HERT B e 都 已 完全 确定 ， 唯 有 BP 和 
积分 “常数 "cx、cs 的 选择 是 自由 的 ， 它 们 可 以 是 t 的 任意 马 数 ， 
但 与 2 无关. 

将 这 些 结 果 代入 (6. 1.17), 我 们 得 关于 位 势 g(%， Umea, 
24) 的 演化 方程 ， 


[ 5 (BS — BT) {gq — z 9zz} 一 (ca 一 ci) 9， 


(6.1.24) 
T= 一 本 (BS? — 2) {gr ae 5 as} + 《cs 一 —¢1)7, 
现在 ,在 最 初 的 萨 哈 罗 夫 - EE aN 
pF, (6.1.25) ` 


Hh q 是 g RSE. 这 样 选择 时 , (6.1.24) 变 成 
一 3 (82 — Bi?) (Falgi? > ez) 一 (Cs 一 c1)9， 

> 1 (6.1. 26) 

ge BR- BT) (Falgi Z e) + (6a—01)g. 
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BR, 这 两 个 方程 相 容 的 充 要 条 件 是 
5 (BR-BR) ta, a 是 实数 (6.1.27) 
和 


 ” 取 7Y=0, 得 


Cs 一 C1 二 oY, Y ERK, (6.1.28) 


2 U2 = Yer +2q]q!?, (6.1.29) 


这 正 是 首先 由 萨 哈 罗 夫 和 沙巴 特 (1972) 、(1973) 用 逆 散 射 变换 
解 出 的 非 线性 检定 刘 方 程 ， 

而 且 构成 解 的 步骤 还 与 KdV 方程 的 分 析 相 类 似 , 考察 特征 
函数 在 |z| 一 十 co 时 的 演化 方程 ， 可 以 确定 散射 量 随时 间 写 的 
演化 规律 ; 于 是 可 以 求解 广义 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方 程 (参阅 第 五 
章 )， 明 显 形式 的 解 也 只 有 在 反射 系数 是 零 而 积分 方程 具有 退 
化 核 的 情况 下 才能 得 到 、 这 时 我 们 可 得 与 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 散 
射 问题 的 N 个 离散 特征 值 相 对 应 的 纯 入 -孤立 子 解 . 

我 们 发 现 , 如 果 取 = 十 9， 即 非 线 性 薛 定 谓 方程 (6.1.29) 
右边 第 二 项 取 负 号 ， 那 就 没有 离散 特征 值 。 因此 从 产生 孤立 子 


的 观点 看 来 , 这 种 情况 是 引 不 起 兴趣 的 . 

萨 哈 罗 夫 和 沙巴 特 (1972)、(1973) 详 细 地 研究 了 方程 
l em deat alg" (6.1.80) 
的 纯 六 -孤立 子 解 。 


在 入 = 的 简单 情形 中 , 可 得 基本 的 孤立 子 解 、 

qlz, t) =276(, soch{2n[(%— zo) —4£¢]}, (6.1.31) 
SoH EAI n 分别 是 特征 值 的 实 部 和 虚 部 , 即 8 

; -o Astin (6.1.82) ` 
函数 pl, tH PRAM: | 
p(z, t) moxp{—2ifa+4i(E*—7)t—ip}, (6.1.88) 
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常数 zo 和 中 从 初始 条 件 确定 . 

因此 ,这 一 孤立 子 具有 已 调 振 荡 波 的 结构 , 波 的 包 络 以 速率 
能 运动 , 并 在 |z|-~>co 时 指数 式 地 衰减 . 

如 果 N>1, 并 且 特 征 值 都 具有 不 同 的 实 部 , 那 末 当 时 间 充 
分 大 时 ， 解 就 分 解 成 六 个 具有 (6.1.31) 结 构 的 清晰 的 孤立 子 . 
孤立 子 相互 作用 的 唯一 影响 是 相位 移动 .在 特征 值 具有 相同 实 
部 的 情况 下 , 出 现 更 复杂 的 结构 . 


$6.2 利用 另 一 种 方法 对 非 退化 一 阶 系统 
得 到 的 谱 不 变 位 势 


上 节 中 的 分 析 没 有 充分 利用 萨 哈 罗 夫 -~ 沙巴 特 问 题 特殊 结 
构 的 长 处 ， 阿 粕 罗 维 芯 、 考 珀 、 纽 厄 尔 和 塞 格 尔 (1978)、(1974) 
已 经 注意 到 关于 特征 函数 的 演化 方程 中 所 有 对 wz 的 导数 可 以 利 
用 方程 (6 .1. 了 来 消除 。 因此 我 们 可 以 在 开始 时 为 召 引 入 一 个 
矩阵 , 它 的 元 素 都 是 2 和 上 的 简单 函数 , 并且 与 特征 值 5 AR. 

运用 这 种 观点 , 没 着 8 3.5 的 思路 ， 我 们 将 导出 一 个 新 的 比 


较 简单 地 刻 划 谱 不 变 位 势 特征 的 方式 
HARV RADE 01, va …，?w。 我 们 考察 谱 问题 
Lv+lv=0, (6.2.1). 
上 式 可 以 表述 为 一 阶 向 量 微分 方程 的 问题 ; 
Z Av, A=Ao+ CAs, (6.2.2) 


| 其 中 矩阵 Ao 和 Aa HUTTE © 和 上 + 的 函数 、 在 广义 萨 哈 罗 夫 - 
沙巴 特 问 题 的 情形 中 , 有 


0 .9 一 0 
an | = i .2 . 
4 人 E O28) 
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让 我 们 简略 地 考察 一 个 更 一 般 的 系统 
JÆ- Aw, (6.2.4) 


其 中 了 也 是 矩阵 ， 如 果 J 是 可 逆 的 ， 则 (6.2.4) 可 以 变换 成 
(6.2.2) 式 . 我 们 称 这 样 的 系统 为 韭 退化 的 . 在 本 节 中 ,我 们 的 
讨论 限于 非 退 化 系统 ， 但 是 不 应 太 轻率 地 断定 退化 系统 没有 什 
么 意义 ， 在 本 章 的 后 面部 分 ,我 们 还 要 回 到 这 个 问题 上 来 . 

现在 , 设 C= 入 是 ;= 如 时 工 谱 中 的 一 点 , Yo) 十 对 应 的 特 
征 函 数 . RAL VG, t) 按 下 式 演化 ; 


PBo, v(x, to) 一 由 (2)， (6.2.5) 


Hp BRAM. 如果 恕 中 的 元 素 对 于 每 一 个 2 都 是 t 的 连续 
函数 ， 那 末 问题 (6.2.5) 在 整个 时 间 轴 上 唯一 可 解 、 
现在 我 们 定义 函数 了 (w， t) unt: 


f(e, t)=Zo(e, {)-Av(a, t), . (6.2.6) 


= A® = ÅA +AA. 
对 + 微分 后 得 
Of _3 W_ gq ov _ dA” 
o Fak 2 Am 天 -有 一 多 (6.2.7) 
初始 条 件 是 
f(e, to) =0, (6.2.8) 
利用 (6.2.5), 得 | 
af  aB a 4a 3A” 
Grma E a -A Bv- v. (6.2.9) 


最 后 ,利用 (6.2.6) 消 去 好 ， 我 们 得 到 


(OF pre (22. + BA®— AB — “a. (6.2.10) 


MERHER B it 


二 0B gw A™ B= (6.2.11) 
于 是 ,由 方程 
F Bf=0, F(x, 10) =0 (6.2.12) 
; 的 唯一 可 解 性 ,我 们 有 


f(z, )=0, vt. (6.2.18) 
因此 ,5= 和 对 一 切 t LIK, i Cr, t) SER AY EGE Be BL, 
这 样 ,如 果 存 在 一 个 矩阵 B 2. 11), r L KY 


不 名 要 象 在 第 三 章 和 $6.1 eet B, 而 只 要 aiT 
个 矩阵 ! 

特征 方程 (6.2.11) 以 及 包括 把 (6.2.5): 看 作 特征 函数 的 演 
化 方程 和 把 (6.2.2)、(6.2.5) 进行 交 又 微分 的 正式 证 明 , 在 阿 
HP SEK, A, SATE AR BERK (1973) 、\1974)， 阿 柏 罗 维 茨 和 
哈 伯 曼 (1975) 的 论文 ， 阿 柏 罗 维 蒋 (1978) 的 综述 文章 以 及 他 们 
所 引用 的 其 他 各 种 文献 中 都 马 经 合用 让 ， 

我 们 现在 将 特征 方程 6.2.11) 应 用 于 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴 
特 问 题 . 这 时 n=2, AM Ay FAL: 


/0 ~ 0 
AM ax! sya ;| i ) (6.2.14) 

- , \r 0 0 4% 
od i GA _ O a a x 
Eii 2 | (6.2.15) 

2 , 
记 ， B-| a a (6.2.16) 
21 22 7/ l 


代入 条 件 (6.2.11) 后 进行 计算 , Wid AATE Bs 的 
aaa RSE 
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+ T ET ET (6.2.17) 


“Pe ~ TBa +q =O, (6.2.18) 
Bs + 200B19+4 (Bii— Box) = 4, (6.2.19) 
2 — 242.821 r (B11 — Boa) =fr. (6.2. 20) 


§6.3 用 特别 方法 得 到 的 谱 不 变 
位 势 的 演化 方程 
在 本 节 中 ， 我 们 介绍 以 AKNS 作为 简称 的 阿 柏 罗 维 茨 、 考 


FA, BUG AR ASE IK (1978), (1974) 的 一 些 结果 . 
”我 们 先 通 过 检查 方程 (6.2.17) 和 (6.2.18) 看 到 


Bag BateQ), (6.3.1) 
在 ANKS 的 分 析 中 , 取 c(t) = 0, 这 样 可 得 下 面 一 组 方程 
Sf + Baa gpa = 0, (6:3.2) 
PPa + 243 Bt+2gBn =g, (6.3.8) 
Eat — 910 Bas Or Barr, (6.3.4) 


RNR BR By 的 解 , By 是 入 的 二 次 多 项 式 , 即 
By =BiP ABP + BP. 
确定 Bi, AP MAP 的 方法 类 似 于 8 6.1, 但 更 为 简单 。 
从 46.3.3)、(6.3. 纪 立即 可 得 (删除 和 项) 
BÈ = BS =0, (6.3.5) 
将 这 一 结果 代入 (6.3.2), 可知 AIP 5 e BK, 
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FER MA (6.3.8) A (6.3.4) WER 2? 项 ， 得 


Bi? = iqB\?, 
ae 6.3.6) 
再 将 以 上 结果 代入 (6. 3.2), 可知 BY 与 z 无关。 我 们 取 
ce (6.3.7) 
HRG. 3.3) 和 (6.3.4) 中 的 入 项 ,可 得 
(CG) 1 i2) 
12 一 一 5 92Bi2, 
1 (6.3.8) 
Bay = + -5 rpi. 
RA (6.3.2) BNF 
P= + SarBPic). (6.3.9) 


根据 AKNS, Hy eC) = 0, KF, (6.3.3) 6.3. DARRENA 


gq; =B {- 5 Grr + dr}, 

, (6.3.10) 
r= Bil > Tex qr*}. 
- 象 在 86.1 中 一 样 , 取 7 一 Fq, BR ~ia, a 是 实数 , 可 得 非 线 性 薛 
EIRE. 特别 选取 a= 2 时 ,方程 成 为 


id 一 gzz 士 29 .9 上 (6.3.11) 
CEREAL 
av 
3, = Bo (6.3.12) 
中 ,矩阵 召 的 对 应 元 素 是 


Bu=2i +2) 9), 
/13 一 29 和 十 ?9z， 
Ba = FA igs, 
Ba= — Bu. 


(6.3.13) 
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当 方 程 (6.3.2), (6.3.3) 和 (6.3.4) 是 次 数 高 于 2H A AY 
多 项 式 时 , 我们 可 以 用 同样 的 方法 考察 它们 的 解 . 

对 于 三 次 多 项 式 , AKNS 证 明了 当 7=1 时 (这 时 萨 哈 罗 夫 - 
PERERA) 可 以 得 到 KdV 方程 ， 另 二 方面， 
人 当 7= 干 9 时 ,可 以 得 到 变形 KaV 方程 


9:69? dz 十 dzzz 一 0 (6.3.14) 
作为 详 不 变 位 势 的 演化 方程 
当 我 们 寻求 具有 结构 
Bu= + a(s, t), B= bl, t), Bu-+e(2, t) 
(6.3.15) 


的 方程 (6.3.2)、 (6.8.3) 和 (6.3.4) 的 解 时 ， 可 得 出 另外 一 些 有 
趣 的 方程 。 通 过 直接 代入 可 得 下 列 条 件 ; 


OG _ _ se 
a. rb-+ ge; (6.8.46) 
ob, oe own. 
a 29a, Fe 2a; (6.3.17) 
=) 4 s 4 
F a (6.3.18) 
六 一 一 227 = 
KBR 
r=—q (6.3.19) 
的 情况 ， 于 是 我 们 可 取 b=0, 结果 得 | 
Oa _ 2b _ _» 9 
Oz 2qb, Cx aqa, (6.3,20) 
Y:= 206, (6.3.21) 
利用 (6.3.21) 消 去 b, 可 得 
i = — ig, (6.3.22) 
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Ix = — 4iga, (6.3.28) 


如 果 现 在 取 
EPEA 
| 和 (6.3.24) 
` d= -4 Uz, 
那 末 只 要 函数 入 满足 
Un = Sin u, (6.3.25) 


(6.3.22) 和 (6.3.23) 就 都 得 到 满足 ， 上 式 就 是 用 特征 坐标 表示 
#955 4 HY ERK ZF (sine-Gordon) jji. 


用 同样 的 方法 , 从 
开始 ， mere, 再 选择 
a= coshu, I= Ue, (6.3.27) 
BV Wii JE R  (sinh-Gordon) FH | 
Uy, =sinh u, (6.3. 28) 


有 兴趣 的 读者 可 在 AKNS (1973), Site) i a 
$- C 作 中 进一步 查阅 细节 . 

我 们 把 到 此 为 止 所 得 结果 在 这 里 总 结 一 下 。 我 们 考察 了 广 
义 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 问题 


D T quvat ik= 


EN a +7044 ilo = 


按照 AKNS(1973), (1974) , 用 简单 的 特别 方法 ， 可 得 如 下 一 上 
关于 谱 不 变 位 势 的 演化 方程 : 


r= Fq : TEAR HE REE IJI fE; 


r=1 KdV 方程; 

r= ¥q ;变形 KdV 方程 ; 
1 一 一 g= 一 1/2u。 :正弦 戈 登 方程 ; 
r=q=1/2u, : SL HY TE 94 TT BB. 


在 所 有 这 些 情形 中 特征 函数 的 演化 方程 中 矩阵 的 元 素 ， 对 
于 定义 域 中 的 任 一 点 z， 都 是 由 位 势 及 其 导数 在 这 一 点 的 值 确 
定 的 .因此 , 如果 位 势 在 |z|->oo 时 趋 于 零 ,特征 函数 的 演化 方 
程 就 以 与 第 二 章 中 所 述 GGKM 分 析 的 结果 完全 类 似 的 方式 定 
义 了 散射 量 随 时 间 的 演化 . 


$6.4 一 般 AKNS 演化 方程 


人 们 现在 可 能 希望 对 于 广义 萨 险 罗 夫 -沙巴 特 问题 导出 支 
配 谱 不 变 位 势 的 一 般 演化 方程 ， 这 些 方程 应 包含 上 节 中 的 结果 
作为 特例 ， 这 样 的 方程 已 经 由 AKNS (1974) Sih. FERNE 
绍 他 们 的 主要 思路 . 
, 首要 地 注意 到 的 是 定义 特征 函数 演化 方程 中 矩阵 元 素 的 方 
(6.3.2), (6.3.3) 和 (6.3.4) 可 以 利用 平方 特征 函数 显 式 地 
“求解 ， 这 可 理解 如 下 . 


考察 由 下 列 两 式 定义 的 特征 函数 : 
To 
Nea) O FESSON Mae 


HERP K-OBRRARHE RIE 
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DH 2 认 归 29 由 同一 0 
2 

Dhi 24nyh—20 bua, (6.4.8) 
ae -g4 — ri=0, 


aerials 3.2), (6.3.3) 和 (6.3.4) 的 齐 次 方程 即 


Bn -r By 一 q Bor= 0, 


tha + 24% By. +29 hu =0, (6.4.4) 
es 260 Bat — 2r Bu= 0 


进行 比较 ， 经 过 简单 检查 , 可知 (6.4.4) 被 
B= rho, bis = = yip, Ba =% (6.4.5) 
MA. RF We HE YR (6 4.4) 11 95 Ob RYE EE 
Bu= Ws bo, G1s= 一 wi, bai = v2; _ (6.4.6) 
Bar = papat Piha, Ba=— Yuh, Bas = Wapa, (6.4.7) 
TENE (6.3.2), (6.3.3) 和 (6.3.4) 的 一 般 解 可 通过 参数 的 
基本 变 分 手续 而 求 得 . | 
其 次 注意 到 的 是 ,在 8 6.3 中 所 处 理 的 情况 下 ,即位 势 7? 和 
4 在 |z| 一 co 时 趋 于 零 ; 则 我 们 有 


Jim Ba 一 4()， 
(6.4.8) 


jim a Bia= | lim B21=0, 
i HA a) 与 位 势 无 关 . 
AKNE 将 (6.4.8) 作 为 方程 (6.3.2)、(6.3.3) 和 (6.3.4) 的 
一 般 解 的 边界 条 件 , 这 就 导致 下 面 的 条 件 : 
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J [(_7)+240@)(7)|peae=o, i=1, 2, (6.4.9) 
其 中 
fp? = i} p? = ( ). (6.4.10) 
导致 条 件 (6.4.9) 的 详细 分 析 ， 可 在 AKNS(1974) 和 阿 柏 罗 维 
K (1978) 中 找到 ， | 
AAC RUST BR ARE (6.4.9) FAL 从 (6.4.3) 消去 
pipa, 我 们 得 


foo Te afi (oud + rhe 
(6.4.11) 
wim arf Ge erf (alt rae}, 


如 果 将 Di, ote pa pa, 上 还 关系 仍然 成 立 . 因此 用 算 子 记号 
得 
AP =LG, i=1, 2, (6.4.12). 
1 -2+ 2af drr 一 A da'r 
z-a pi ) 
+a] dvw'g -2r| da’g 
由 此 可 知 ， WIR AA) ABB, ABA 
A(A)o?=A(L) od, (6.4.18): 
Æ AKNS (1974) Hh, % ASN (6.4.12) BREA AA) BE 
， 意 整 函数 的 更 一 般 情 况 下 成 立 ， 然 而 , AWL 是 具有 限制 定义 
域 的 无 界 算 子 , 所 以 上 述 推广 是 不 平凡 的 . 于 是 需要 对 (6.4.13) 
的 解释 和 和 有效 性 作 些 考 察 ， 这 里 我 们 不 打算 弄 清楚 这 些 事 情 , 
因为 在 大 多 数 应 用 中 ， 4 确实 是 一 个 和 项 式 或 多 顶 式 的 比 - 
这 正 是 我 们 马上 要 处 理 的 情况 . 
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K (6.4.18) {RA (6.4.9), BY eB 


上 (_ Ti je) | bdx=0, (6.4.14) 


Qt 
进一步 经 过 一 些 用 到 伴随 算 子 的 运算, 可 导出 


ele Jano (7 Vow bde=0, (6.4.15) 


其 中 : :…… 
1 2 +2r| dv'g 
-o L= z P . (6.4.16) 
-2rf CT 个 a ae hele r 
BR ae 
( “ )+2 Ca 人 (je (6.4.17) 
~qr q l 


如 (6:4.15) 就 得 到 满足 ， 上 式 是 一 般 的 AKNS 演化 方程 。 过 
用 同样 的 方法 , 如果 40) 是 两 个 多 项 式 的 比 。 
A(A) = ~ 2) (6.4.18) 
WERE l 
co( ' +20 (7 )=0. (6.4.19) 


SRBC ACA) 可 利用 线性 化 演化 方程 的 色散 关系 得 到 直接 的 解释 . 
M (6.4.17), (6.4.16), erie, 我 们 有 


1 
E Sah (6.4.20) 
ae 1 8 | ( 
Eee 一 9% 二 24 27 =J 0. 
考察 波 
PERAE a AN Oe, (6.4.21) 
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于 是 


iok) = ~24(4), (6.4.22) ~ 
因而 
AQ)= — 5-0, (2A), (6.4.23) 
同样 地 , 由 于 
qg—=expi[kz— w(k)t], (6.4.24) 
可 得 
AQ) = Fe ould), (6.4.25) 
这 意味 着 色散 关系 必须 遵从 
iq (hk) = — wr(h). (6.4.26) 


可 以 证 明 ， 从 合适 的 色散 关系 出 发 ,一 般 AKNS 演化 方程 
确实 包含 86.1 申 所 处 理 的 情况 ,但 KdV 方程 是 例外 . 为 什么 
KdV 方程 不 包括 在 内 , 我 们 即将 进行 解释 ， 首先 ,我 们 考察 非 
线性 杖 定语 方程 的 情形 作为 一 个 练习 .这 时 , 线性 化 方程 是 iq。 
一 gzz 色散 关系 是 w(%) = 一 妇 ， 方程 (6.4.17) 变 成 


(2 -ar (°). (6.4.27) 
i O NTE q 
直接 计算 的 结果 表明 
a a r 1/1: 
ula) eam 

因此 在 下 一 步 中 ， 

[ry ) 1 2 +20)" da'g 29| . da’q — (") 

( qt ae afie) qa ` 
PRLR, 43 


Ti 1 [Tzs 一 2739 
a a 4 a 
( ig: ) % ( dzz 一 2¢7r ). s a 


HRR r= Fg 是 9 RID, RARE REREN 
程 . 

另 一 个 容易 的 练习 导致 变形 KdV 方程 . 这 时 线性 化 方程 
是 = ees, 色散 关系 是 of) = 一 全、 方程 (6.4.17) 变 成 


Ti ; r 
( )--; rl i (6.4.30) 
— qi: q 


AMR r=q, 即 得 
q= =- (Gen ~ 29 pF (6.4.81) 


到 此 为 止 所 得 结果 都 是 在 当 v| BAH Ag BSS 
的 假定 下 成 立 ，: 因 此 它们 不 适用 于 7= 一 14， 即 萨 哈 罗 夫 -- 沙 巴 
(5 AE eB A A. 在 AKNS(1974) 附 录 3 中, 这 
一 情况 是 按照 与 前 述 分 析 相 似 的 思路 分 开 处 理 的 。 结 果 得 到 下 


述 演化 方程 ; 
í Qty (L.)q.=9, 


(6.4.32) 
. 函数 Y(*) 与 线性 色散 关系 由 下 式 联系 起 来 . 
VD 2 (6.4.33) 


读者 应 证 明 在 KdV mane ae 并 且 
(6.4.25) 确 实 变 成 KAV 方程 ， 


§6.5 “退化 的 一 阶 艇 射 系统 和 正弦 戈 登 方程 


， 在 $6.3 中 ,我们 已 发 现 用 特征 坐标 的 正弦 戈 登 方 程 产生 
关于 广义 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 问题 的 谱 不 变 位 势 。 这 是 由 AKNS 
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(1978) 首先 证 明 的 , 然而 读者 必须 注意 ,在 本 章 中 导出 的 那些 关 


于 谱 不 变 位 势 的 演化 方程 中 ， 我 们 没有 过 到 用 “实验 室 坐 标 ” 的 
EXREHE, BD 

Uy, — Ugg +sin u = 0, (6.5.1) 

ERIR HAREA ERK (1975), 简称 ZTEF， 显 然 没 

有 注意 到 AKNS(1973)， 而 与 方程 (6.5.1) 联系 起 来 考察 了 散 

射 问题 ” 

: Jv, + Av+—_ Hv - (v= 0, (6.5.2) 


t 
其 中 是 二 维 向 量 ， 
(6.5.3) 


我 们 可 以 先 考察 下 面 的 四 维系 统 而 导出 问题 (6.5.2): 
os -+ 二 iwo, + v4 = Ca, 


-éa + + iV +- v3 = CU, 


To 
— e" = Cvs, 


16 


1 ote 
6 © y v= us. 


用 $ 6.2 的 术语 来 说 , 这 系统 显然 是 退化 的 . 
消去 分 量 V3 和 可 得 (6.5.2)， 它 作为 (6.5.4) 退化 的 结 
Fh, MSR ERE. | 
”与 一 个 有 趣 的 非 线性 演化 方程 有 关 的 一 阶 退化 散射 问题 的 
男 一 个 例子 见 萨 哈 罗 夫 和 马 纳 柯 夫 (1973) 的 工作 ， 并 由 验 伯 曼 
《1976) 讨 论 过 . ” | 
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(6.5.4) 


在 本 节 中 ,我 们 要 对 散射 问题 46 .5.2) 机 以 注意 。 我 们 的 主 
要 目的 是 证 明 第 三 章 的 方法 对 于 页 与 谱 参 数 具 有 非 线 性 
关系 的 那 种 不 很 正常 的 情况 也 是 近 用 的 .在 本 节 末 尾 , 我 们 将 
简单 地 介绍 正 艾 戈 登 方程 的 孤立 

ZTE(1975) 断 言 , (6.5.1) 的 解 xf2， DEC. 5.2) 的 谱 不 变 
位 势 , 而 对 谱 中 任 一 点 《=), 对 应 的 特征 函数 w 按 下 式 演化 ; 


eae. 2 JHe, (6.5.5) 


我 们 提醒 读者 , 在 ZTF (1975) 中 ， 关 于 特征 函数 的 演化 方 
程 有 一 个 造成 妨害 的 印刷 错误 (右边 第 二 项 中 因子 J 漏 掉 D, 
从 而 使 这 一 断言 的 直接 证 明 实 际 上 不 可 能 . 

我 们 现在 用 二 种 略微 不 同 而 更 加 对 称 的 形式 来 EK ZTF 
问题 , 以 证 明 (6.5.1) 的 解 4(z, t) 的 诺 不 变性 质 . 

我 们 注意 到 J”= 一 了 ,了 是 单位 拓 阵 , 从 (6.5.2), 对 谱 中 任 
何 一 点 5 二 入 可 得 


= J{(A-2) + -H fo, (6.5.6): 
接着 , 从 (6.5.5) 消 去 v9,, 我 们 有 特征 函数 的 演化 方程 如 下 : 
Ow - 1 l 
名 J{ (A-2)~ H} v. (6.5.7) 


MEE CHA t= to ER- A, Y) ER S A E A 
数 . VERVE SD, 而 (0): 二 由 ， 我 们 研究 由 下 式 定 
l MAB HARKS (2, t); 
av 1 
f--3 +5 }(A-2) + uly, | ee 
Kt tS, ji 


= agi E ake. ov 
f-- ZB dA +BY 
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+5) At +H, he, 


(6.5.9) 
将 (6.5.7) 对 z 微 分 ,我 们 有 
Oo Ow cv 
2B yha- Le ge 
+J\A. _ H, |v, (6.5.10) 


将 这 结果 用 于 (6.5.9), 同时 用 (6.5. ee .8) 5 2: v, 和 bs， 
RME 


F s{(a-y-+Lals 
J\(A ae =H} JA es inl v 
-J[(4-)--ŁH} H{(4-)+1H}v 
+J (A,—4,) v+ 1 J(H,+H,) v, (6.5.11) 
最 后 ,对 上 式 右边 进行 计算 , 可 知 
a 4-a- FE 


-1 J{H,+H,—2(AJH- HJA)} v 


4J{A,—A,+2(JH-HJ)}. (6.5.12) 
利用 定义 (6.5.3) ,通过 直接 计算 ,得 
H, +H,—2 (AJH—HJA) w (6.5.13) 


此 外 ， 
A,— -4+2 (JĦ-HJ) = + (un- - Use tsinw (1 al 
l (6.5.14) 
Alt, MR u (@, DWRERREDR (G. 5.1), 屠 末 关于 了 的 问 
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题 就 变 成 
Fag {(A-)-LANS, CFien=O, (6.5.15) 


在 特征 函数 的 演化 方程 唯一 可 和 解 的 条 件 下 ,我 们 有 于 (z, 4) 
=0, (>to, XBR CAA RT Coon iB, ii vB RE 
未 数 . 

萨 喻 罗 夫 、 塔 赫 塔 又 和 法 捷 耶 夫 (1975) 已 经 研究 过 与 方程 
(6.5.2) 和 (6.5.3) 有 关 的 散射 和 逆 散 射 问题 ， 并 给 出 了 解 的 概 
要 说 明 ， 

正如 我 们 已 经 提 到 的 ， 用 特征 坐标 表示 的 正弦 戈 登 方程 已 
ty AKNS (1978) 借助 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 散 射 问题 通过 逆 散 射 变 
换 作 过 研究 ， 当 “实验 室 坐 标 ” 换 成 特征 坐标 时 所 带 来 的 简化 ， 
也 可 直接 从 (6.5.6) 和 (6.5.8) 中 对 21F 问题 的 表述 看 到 . 引 
入 变换 


a+t=2, Z—t=t, (6.5.16) 
可 以 立即 发 现 
ov 
J( ) v, ( ) 
av 2 


将 (6.5.17) 看 作 散 射 问题 ,就 排除 了 所 有 不 正常 的 特点 . 

- AKNE (1978) #1 ZTF (1975) 都 是 按 如 下 的 熟悉 途径 来 构 
造 解 的 ; 考察 |z|~>ce 时 特征 函数 的 演化 方程 , 由 此 来 确定 散射 
量 随时 间 的 演化 ; 只 有 当 反 射 系数 是 零 , 因而 核 是 退化 核 时 , 广 
义 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 积 分 方程 才能 以 明显 形式 求解 ，， 

可 以 证 明 与 正弦 戈 登 方程 有 关 的 散射 问题 的 离散 特征 值 或 
LMG ME, LAE AY AR ACE AWAR). 
Si BB PEA = oy jE AF 
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uls, t) =4 tan-t{e**} 
| 0 一 =(n+z )e- te) + (n=), 


4y 
这 些 行进 波 称 做 “ 扭 '' (kinks). 
Kf LIEGE ao + in Al amg — in POE BA HM 


(6.5.19) 


fF 


a -1f n cos[En 0 —to) -E(4-v)z] 
uls, t)=4tan Ta a ae = L}, (6.5.20) 


其 中 v=2 十 一 一 = FAF XAM FB OF RF” (breather) , 
在 上 述 公 式 中 ,% 和 t 是 “实验 室 坐标 “. an 
在 具有 N 个 离散 特征 值 的 一 般 情形 中 , 解 可 借助 于 适当 的 


行列 式 以 明显 形式 给 出 ， 面 后 可 以 研究 在 六 时 间 t 下 分 解 成 基 
本 孤立 子 的 问题 . 


$6.6 高 阶 散 射 系统 


让 我 们 再 来 观察 具有 如 下 结构 的 非 退 化 散射 系统 ， 
| a (Ap +fAx)u, (6.6.1) 

其 中 Ay 和 Ar 是 矩阵 ,5 是 谱 参 数 . 文献 中 的 一 些 结果 表明 ， 
通过 逆 散射 变换 ， 一 些 有 趣 的 非 线性 演化 方程 与 问题 6.6.1) 
联系 着 , 在 (6.6.1) 中 ,9 是 维 数 高 十 2 的 向 量 ， 我 们 这 里 引用 
下 面 三 个 例子 ， 


布 希 纳 思 方程 
Pu _ D3 1 æu 
OB oe Oar tA Bat aed 


sae 


1846. 


十 (al ?4 ulua] Dua, 
(6.6.3) 


.Ou OW 
0a” 
+ (o | >t g ua] Dea 


t-z 
į Ova _ Pur 
ôt Om 
其 中 oc 和 凡是 常数 . 
所 谓 三 波 问题 的 方程 
PAs, PAL ole y, 
a a Ta (ta ~ Va) 434a， 
cA. Alo ore » A 
nae a U talia, (6.6.4) 
2a m m Shs +o Vy va) AyAa, 


其 中 vr, va, v3, OL p FEE Be, 
Fi (6.6.2) gene BA OTS) 证 究 过 。 他 将 它 改写 成 
(6.6.5) 


1 
= rr, d= burt G use, 


HE 
并 发 现 一 对 算 
a d d 7 4\3 
bat m u)+ i“--(5) Pz, 6 6) 
_ 3 1/3 d 4 \ 1/2 tes 
B=(3) arth) + 
满足 如 下 形式 的 拉克 斯 条 件 ， 
n BL- LB) (6.6.7) 
l Rit; RA 6.6.4) kp 
在 这 两 种 情形 中 ， 都 给 出 合 
我 们 把 证 明 关 


系统 (6.6.8) 由 玛 纳 柯 夫 (1974) 研 究 
丛 罗 夫 和 玛 纳 柯 夫 (1976) 研 究 过 . 
适 的 算 子 对 卫 和 B( 以 一 种 较为 复杂 的 形式 ) 
不 变 位 势 的 拉克 斯 条 件 ( 的 一 种 形式 ) 的 任务 留 给 读者 作为 
61856 


— PAT. 有幸 的 是 ,读者 可 以 通过 研究 阿 柏 罗 维 茨 (1978) 而 
免 去 这 个 计算 练习 ， 

在 玛 纳 柯 夫 和 萨 哈 罗 夫 的 于 作 中 , AT B 是 作为 微分 算 子 
被 给 出 的 (这 样 就 紧密 地 遵循 着 拉克 斯 原来 的 思想 ); 而 阿 柏 罗 
维 次 则 从 (6.6.1) 形 式 的 散射 系统 开始 , 构造 了 适当 的 算 子 B， 
即 满足 $6.2 中 导出 的 条 件 的 和 矩阵. 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 阿 
柏 罗 维 茨 (1978)， 在 那里 还 找 得 到 另外 一 些 可 用 逆 散 射 变换 来 
分 析 的 演化 方程 的 例子 。 
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第 七 章 微 t 


$7.1 引言 和 概述 


我 们 所 考察 过 的 可 用 逆 散 船 变换 求解 的 非 线性 演化 方程 
(KdV WE, RHR EBHRS), 并 不 是 自然 现象 的 “精确 ” 
一 描述 .这 些 方程 是 对 更 完全 的 支配 方程 作 了 各 种 近似 后 得 到 的 . 
在 一 种 合理 程序 中 ， 近 似 过 程 包 括 去 掉 一 些 就 某 种 意义 上 来 说 
较 小 的 项 ， 反 之 ， 改 进 -- 个 数学 模型 可 以 被 当 作 在 描述 原始 模 
型 的 方程 中 引进 微 扰 ， 例 如 ， 一 个 经 过 微 扰 的 KdV 方程 具有 
如 下 的 结构 : 

Ws — Burt, + User = Ef (U), (7.1.1) 
其 中 。 是 小 参数 , 而 f(w) 是 一 组 与 及 其 导数 有 关 的 项 , CU 
可 以 显 式 地 与 变量 z At AX. 
”让 我 们 回顾 ,在 着 散 射 变换 的 框架 中 , 只 有 知道 散射 量 随 时 
间 的 演化 才 是 真正 有 意义 的 .因此 ,在 经 过 微 扰 的 情况 下 , 首要 
的 仁 务 是 导出 关于 谱 反 射 系数 和 正规 化 系数 的 演化 方程 ， 这 些 
演化 方程 在 文献 中 已 由 考 珀 (1976) . 卡 普 曼 和 马 思 洛 夫 (1977)、 
考 珀 和 纽 厄 尔 (1978) 给 出 .然而 , 推导 过 程 一 般 是 很 简略 的 ( 考 
珀 (1976) 叙述 得 比较 完全 ), 它 沿 着 复 平面 上 一 条 较为 微妙 的 途 
径 进 行 . 

在 本 章 中 ， 我 们 用 一 种 完全 初等 的 方法 就 茧 定 谓 方程 和 萨 
险 风 夫 -沙巴 特 问题 这 两 种 情形 来 导出 谱 量 的 演化 方程 .而 且 ， 
在 这 两 种 情形 中 ， 我 们 记得 到 的 关于 正规 化 系数 的 演化 的 结 
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果 都 比 上 面 提 到 的 简单 .我 们 在 这 里 用 了 引 理 4.3.4 和 方程 
(5.3.2) 中 提 到 的 关于 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方程 所 需 系 数 的 简化 ， 

在 导出 这 些 谱 量 的 演化 方程 时 , 我 们 时 当局 发 式 地 进行 , 如 
同 以 前 在 2.3.3 分 节 第 一 部 分 关于 未 扰动 前 的 方程 所 做 的 那 
RE, 这 使 我 们 能 清楚 地 阐明 基本 的 思想 .用 类 似 于 2.3.3 分 节 
第 二 部 分 的 论证 ， 可 以 严格 地 作出 上 述 推导 . 但 我 们 不 把 这 项 
证 明 包 括 在 这 里 ， 微 扰 理 论 的 整个 状况 在 现 阶段 还 只 是 启发 式 
的 ， 这 在 专门 介绍 微 扰 分 析 的 87.4 中 会 看 得 很 清楚 .因此 在 
本 章 中 避免 完 长 而 非 本 质 的 论证 是 顺理成章 的 事情 。 

现在 ， 我 们 开始 对 经 过 微 扰 的 可 积 演化 方程 的 问题 进行 
RR. 

考察 散射 问题 

(L+0)v=0, (7.1.2) 


其 中 工 是 包含 位 势 wlw, DWAT. 在 没有 扰动 的 情况 TF, u 
LR 而 满足 (7.1.2) 的 特征 函数 类 按 下 式 演化 ， 


a. = Bu, (7.1.8) 
运用 拉克 斯 形式 系统 ， Sere eres 
+ LB- BL=—sf, (7.1.4) 


其 中 了 是 某 个 给 定 的 算 子 . 必须 注意 ， 当 4 满足 微 扰 方 程 
(7.1.4), 3k s40 时 ,特征 函数 已 不 再 满足 方程 (7.1.3) 了 . 事 
实 上 ， 特 征 函数 的 演化 方程 的 结构 可 被 看 作 微 扰 问题 的 未 知 
特征 。 

关于 工 的 谱 , 我 们 假定 离散 特征 值 发 生 在 连续 可 微 族 中 ,并 
且说 的 连续 部 分 不 随时 间 t 而 变 。 当 (7.1.2) RIT 
萨 哈 罗 闪 -沙巴 特 散 射 问题 时 ， 就 可 以 在 el ce 时 对 位 势 施 
拓 适 当 的 衰减 条 件 来 保证 连续 谱 的 不 变性 。 最后， 我们 还 要 假 
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E, 47.1.2) t HAH, BH RRM Mv, 
PLE C= A(t) RRMA, (ow, t) 是 对 应 的 特征 函数 . 
将 (7 .1.2) 对 二 微分 ,我 们 有 
ÊL bt Lt Ati =0, (7.1.5) 


进行 两 步 简易 运算 如 下 : 在 (7 . 工 .5) 式 中 同时 加 减 (卫士 和) Bh 
项 ,得 


(E+LB)Y+ABY+ (LAN) Wh- Bh) = — da 
(7.1.6) 
FEI iw BLY, 得 
(22 + 1B-BL) p+ BUL+ db + (L+) Ge BW) 
= Mh, (7.1.7) 
利用 (7.1.2) (7.1.4), RIIIE AM AK 
(L+) (th — BY) = (ef — a) b. (7.1.8) 


考察 连续 谱 的 情况 , Mi= 士 妇 为 任意 固定 正 数 , de 为 对 
应 的 特征 函数 ， 重 复 上 述 推论 , 我 们 得 


(L+k)( M6 -Be 1.9) 


方程 (7.1.8) 和 (7.1.9) 为 我 们 进一步 分 析 提供 了 框架 ,类 
似 的 公式 见 卡 普 曼 和 马 思 洛 夫 (1977), ) 于 是 为 得 到 特征 函数 
的 演化 方程 ， 我 们 必须 在 |2|—> oo 时 加 上 适当 的 渐 近 条 件 ， 求 
解 非 齐 次 形式 的 确定 散射 问题 的 方程 ， 然 而 这 一 工作 并 不 是 很 
容易 的 ， 另 一 方面 ， 就 散射 量 ( 这 对 我 们 来 说 是 真正 有 意义 的 
量 ) 的 演化 而 言 , 我 们 将 发 现 为 了 达到 所 需 结果 并 不 一 定 要 尽 全 
力 去 解 方程 (7.1.8) 和 (7.1.9). 

下 面 我 们 假定 当 |r| co 时 f Eu 足够 快 地 趋 于 零 ， 
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§7.2 关于 薛 定 谓 方 程 的 散射 量 的 演化 


我 们 现在 专门 研究 微 扰 KdV 方程 的 情形 .这 时 


L=; ue, Ù. (7.2.1) 


而 且 根 据 第 二 章 , 对 谱 中 的 任何 点 ,我 们 有 
Sh -Bp Fe —2(ut 20) Ob + (use), (7.2.2) 


其 中 工 是 未 定常 数 . 

7.2.1 离散 特征 值 和 反射 系 歼 

确立 一 个 方程 来 定义 离散 特征 值 5= 和 (5 的 演化 是 很 简单 
的 ， 将 方程 (7 .1.8) 乘 上 对 应 的 特征 函数 并 沿 实 轴 积 分 , 可 知 左 
边 是 零 , 从 而 可 得 


4 Š 2 [fur ae, (7.2.1.1) 
其 中 k 
yj Pde, (7.2.1.2) 


Hib (7.2.1.1) 对 一 切 自 伴 算 子 工 都 成 并 . 
确立 反射 系数 5(k) 的 演化 方程 需要 多 费 一 点 力气 . RN 
在 (7.2.2) 中 到 《一 刀 ,， 并 缩写 


Zh — Biy= R, (7.2.1.8) 
BRET RH tr WE 
. . 6 + be", 当 2—>OO 时 ， 

ite hee co 0214 


将 方程 (7.1.9) 乘 上 特征 函数 Ye, 在 任何 两 点 2 和 wo 之 间 积 分 ， 
我 们 可 得 


bs RR ae) — |e Ais ~R ae 


=f fade (7.2.1,5) 
接着 令 to — 00, HH (7.2.2), FIFA (7.2.1.4) 0A 
Jim [mE 2ER Se) =0, (7.2.1.6) 
我 们 得 到 
p-ren fpa. 0.2.10) 
最 后 , 令 otoo, 利用 (7.2.2) 和 (7.2.1.4)， 得 
na( 5 —4ik) etA ikte + ob, (7.2.1.8) 
因而 
» 2 pôu ait {Greit}. (7.2.1.9) 
#6 (7.2.1.7) PRR, ae 
7.2.2 er 


设 和 = 一 如是 离散 特征 值 。， 对 应 特征 函数 的 行为 如 下 : 
_ One, 24 a> +00 BY, 
sa Cet, 4 2->— 00 时 . 
我 们 感 兴趣 的 是 系数 Oo。 随时 间 的 演化 ， 
方程 (7 .1.8) 取 如 下 的 形式 : 


[4 ua) | R= ef- wy, (7.2.2.2) 


(7.2.2.1) 


其 中 
R=y,— By 
= — [2u — 2k?) pr — (us—e)p]. (7.2.2.8) 
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出 乎 意料 的 是 ; 类 似 于 上 一 节 的 方法 在 这 里 不 能 适用 . 我 

们 简单 说 一 下 这 种 情况 是 怎样 发 生 的 . 将 (7.2.2.2) RE YJ 
进行 积分 ， 可 得 

由 BR, 一 Rs 一 | G-a, (7.2.2.4) 


”进一步 分 析 上 式 在 2-100 时 的 情况 ,可 得 一 恒等式 . 
当然 (7.2.2. 人 可 以 利用 下 式 再 次 积分 


YR,— Ribe= P- (7). (7.2.2.5) 


SO RB SE ELSES Un I CT. 2.2.2) 的 解 ,但 是 要 通过 
多 种 难以 捉摸 的 困难 ， 
如 果 我 们 将 讨论 的 出 发 点 修改 如 下 ， 可 使 分 析 变 得 更 加 简 
FHA: 
”首先 , 通过 在 (7.2.2.1) 中 增加 条 件 


C=1 (7.2.2.6) 
来 确定 特征 函数 由 的 正规 化 .其 次 , 利用 通常 的 公式 
l $a — ph = (7.2.2.7) 


引进 第 二 个 蓄 定 词 方程 的 线性 无 关 解 $, 同时 我 们 指定 . 


De, 2% a->4-c0 R}, 
$e oe ence T228) 
容易 确定 
w= —2kn, D=- 5- (7.2.2.9) 
RA SY EAT THRE SEN. 我 们 有 
„ [71 Satoo 时， 7.2.2.10 
各 人 1, 4 z 一 一 ce 时 . 


将 方程 (7 .2.2.2) 乘 上 函数 o, HEE A e H ro z i 
进行 积分 ,可 得 . 
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(bRy—Rdby) PER ef fobio -h i dub dn" 


T (Rr ay Rer) 2’=Zos (7 . 2 ° 2 . 11) 
当 so> 时 ， 利 用 (7.2.2.1), (7.2.2.8) Al (7.2.2.9), H 
(7.2.2.3) AI #8 , 


(PBy — Roby) gon 8K + to 42h, 十 2 有 dia g tty, 


(7.2.2.12) 
上 式 右 边 最 后 一 项 的 出 现 初 大 好 象 是 有 妨害 的 . 然而 ， 
(7.2.2.11) 右 边 第 二 个 积分 在 zo~> 一 co 时 也 没有 极限 . 在 这 
一 推动 下 ,我 们 写 出 下 式 ; 


n | dp da’, |” (dup —1) du’ -+24(@—a0), 
(7.2.2.18) 


由 于 
. dka 
n dt I 
在 (7.2.2.11) 中 取 o> -- 00 时 的 极限 ,得 
$B,— Bho=8 | hbar -| (bp—1)de’ 
— N+ Bhi 2 (7.2.2.15) 


最 后 ， 研 究 e +o 时 人 .2.2.15) 的 行为 .关于 左边 ， 我 
们 有 


Mma —2h (7.2.2.14) 


~ NOT. 1 dC, Qt dk, 
Ra- Rpm lay 十- 全 
42 hy—2 kn Oe a, (7.2.2.16) 


(7 2.2.16) 右边 最 后 一 项 的 出 现 初 看 起 来 又 好 象 是 有 妨害 的 . 
然而 ，(7.2.2.15) 右 边 在 2-> 十 oo 时 的 极限 也 不 存在 .平衡 这 
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两 个 行为 反常 的 函数 ， aria: 我 们 得 
< 人 880- pe fef” fey ado- m0), 
0=lim | 人 =- 1) de’ +20}, 
(7.2.2.17) 


读者 可 能 会 发 现 ， 将 这 结果 与 考 珀 和 纽 厄 尔 (1978) 所 给 的 对 应 
演化 方程 进行 比较 是 有 趣 的 . 


§7.3 关于 广义 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 
问题 的 散射 量 的 演化 
沿 首 $6.2 的 形式 系统 的 思路 ， 采 用 8&7.1 中 所 给 出 的 一 


” 般 原 则 将 是 方便 的 我们 简要 地 回顾 一 下 这 个 观点 . 
考察 散射 问题 


2 = Av, A= Atit Ar, (7.3.1) 


V1 0 q —1 0 
= Ao = A,= H 7.3.2 
»-(”) 9 (2) a 


HR RAPA: 


其 中 


HH BRS AKANE, 
如 果 
3a4。 3 有 ps 
=° =~ + BA~ AB, (7.3.4) 
则 函数 * 和 9 是 谱 不 变 位 势 . 


现在 ,为 了 扰动 演化 方程 (7.3.4), 我 们 记 
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Ac. OB | (BA AB) +6F, (7.3.5) 
其 中 
| 0 (7.3.6) 
—fı 0 
AMA rig RRA, 微 扰 方程 具有 如 下 结构 : 
or 


ar EG r) —efı(4, r), 

7.3.7 
A ~ plg, r) tefal, 1). oe 
再 次 假定 (7.3 .了 的 离散 特征 值 出 现在 可 微 族 中 , FG 
持 间 二 无 关 ， 设 = 和 (是 离散 特征 值 , 由 是 对 应 的 特征 函数 . 
将 (7.3.1) 对 t 微分 ,我 们 得 


(2 - )¥.=( a, +ih Aso. T.38) 


油 此 , 进行 儿 步 类 似 于 87.2 的 简易 运算 ， 可 得 
(2 -A)( ~By)=eFb+inAw, (7.3.9) 
TREE, St ESE ERE AE HK, FRAT 
(2-a)( ss - By”) =eFy, (7.3.10) 
回想 第 六 章 ( 尤 其 是 86.4) FRM B ELKAAR PII 
事实 : 


Co 一 一 [tt， . (7.3.11) 
lim B11 = lim B21=0, (7 .3.12) 
Jim Bu= A(L), (7.3.13) 


其 中 ACOH Mr EK. 在 7 hig Mi |eloo 而 趋 于 零 
的 条 件 下 , (7.3.12) 和 7.3.18) 是 成 立 的 . 
对 方程 (7.3.9) 和 (7.3.10) 进 行 运 算 , 我们 常常 要 用 到 下 面 
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的 结果 : 


® èe è è òo # ò% «@ 


和 内 积 o-(2.-A)R 
其 中 A (7.3.2) 51a. mR 
0 1 
4-( 1 aJe 
其 中 有 关系 (Z-A) v= 
则 ¢-(2-A)R-2.¢-R), 
证 明 是 初等 的 . 
7.3.1 离散 特征 值 和 反射 系数 
设 5 = 一 上 十 切 是 离散 特征 值 ， 并 设 对 应 的 特征 函数 中 由 
FAME: 


0 
ba R o3, 当 z> 十 co 时 ， 


yx (7.3.1.1) 
1 -bz WY yy oo Tk 
| (0): Cee 
HHH (7-8-1) RATS | 
2 By =R. (7.3.1.2) 
46 (7.8.10) 56 
fo. 
=| 7.3.1.3 
i taf 5 € ) 


并 利用 引 理 7.3.1 对 上 式 积分 , 容易 看 到 
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ling-R=0, — (7.3.1.4) 


g- Foo 


WIR - 
| inf” @-Aupar=—e [7 db: Fide, (7.8.1.5) 
计算 上 式 ,得 


ase |" (sali fald) de, 


a (7.3.1.6) 
yf Yapa da, 
HE, it Cak (实数 ) 是 连续 谱 中 任 一 点 .定义 对 应 特征 函数 
ap 为 
1 0 | 
T ) e+ ( Jer 当 @—> + co 时 ， 
poz 0 1 
l ae 4 g> — co hf 
oj ” ? ea 
| (7.3.1.7) 
为 了 便于 比较 结果 , 这 里 用 了 一 个 不 同 于 第 五 章 ( 见 $5.1 的 注 
属 ) 但 类 似 于 考 珀 和 纽 厄 尔 (1978) 的 记号 ， 在 方程 (7.3.10) 中 ， 
-我 们 简写 
a — By® = R”, (7.3.1.8) 
它 的 分 量 RY, RY 是 


RP = LE pip- Baal, 
eds? (7.3.1.9) 
RP = <2 Boah? — Bobi, 
#IFACT.8.11), (7.8.12), (7.3.19) (7.3.17), RITEM 
RY x Ak) 
2 l, Marco, (7.81.10) 
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RY? = (2 — A(k)a jo 
,， 当 a-* 十 co 时 . 
By = (F+4(#)b ) o™ | 
(7.8.1.1) 
4677 H (7.3.1) RE 
6-( 2 Ea (7.3.1.12) 


并 利用 引 理 7.3.1 进行 积分 ,可 得 
PP RY — pi? Ry” = 8 人- h Fda, (7 .8.1.18) 
接着 , 取 w-> + co 时 的 极限 ,得 
人 (之 )+24 (E) -E S + ade, 
(7.3.1.14) 
当 我 们 考察 从 左边 过 来 的 波 , 而 并 非 (7.3.1. 时 , TUE 
无 困难 地 得 到 类 似 的 结果 . 
7.3.2 正规 化 系数 | 
我 们 与 7.2.2 分 节 平行 地 论述 ， 给 定 由 (7.3.1.1) 定义 的 
特征 函数 由 之 后 ， 引 进 萨 哈 罗 夫 - 沙 巴特 问题 的 第 二 个 线性 无 
Din, | 
a 当 全 一 > 十 co 时 ， 
ea 9 (7.3.2.1) 
(3) gm 当 4 一 —99 AY, 


on bb, =1, (7.3.2.2) 
我 们 定义 本 
4-( "7 (7.3.2.8) 
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并 推出 


$ R= ea W g> 一 oo 时 ， 
eb, oe +A(A) bet igba], 42> +00 BY, 
(7.3.2.4) 


将 方程 (7.3.9) 乘 上 函数 E, 并 在 任何 两 点 与 mm 之 间 进行 
积分 ,可 得 
[+ Rear [+R] one= 8] be Fi da’ 


-inf Gabs tBu) de 
(7.3.2.5) 
注意 有 
Tabs + Tuba = Bee .3.2.6) 


1, 42 >+00 时 ， 
这 促使 我 们 可 以 改写 


(hatha t pupa) dar’ = Y C (has + Pave) +1]de-— (2— 2o). 
(7.3.2.7) 


， 在 1.8.2.5) 中 取 zo> 一 co 时 的 极限 ,得 


Rael bode in| [bts) +1) de 
tinet ACA), (7.8.2.8) 
最 后 我 们 研究 (7.3.2.8) 在 z 一 十 co RRITA. EKHAR 
(7.8.2. on 3.2.6), 44 


= [号 a +24(A)ba| 
da’ 


一 ind pn f. oe [bapa + Paha) +1) do’ — 22}, 
(7.3.2.9) 
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因此 ,正规 化 系数 8, 的 演化 方程 取 下 面 的 形式 ，: 
Dt2AN bb (im0te |7 (fabar+ fababa)de, 
0 -lim f iaat hatha) +1) da’ 一 2a}, 
(7.3.2.10) 
为 了 得 到 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方程 中 所 需要 的 系数 OC, RN 
应 该 利用 方程 (5.3.2) 和 (5.5.6) 中 (用 一 种 稍 有 不 同 的 记号 ) 给 
出 的 结果 ， l 


§7.4 微 扰 分 析 


让 我 们 概括 并 重新 组 织 一 下 已 经 建立 的 数学 结构 的 主要 原 
理 . 为 具体 起 见 ,我们 仅 就 KAV 方程 来 阐述 ， 
利用 8$8 2.8 的 记号 , 盖 尔 芬 德 - 莱 维 坦 方程 是 
(I+Ts)B+TB= —Q2, Q= +0, (7.4.1) 
当 反射 系数 是 零 时 , BRO MATT WEE. 算 子 (人 十 Tu) 是 
可 道 的 (具有 退化 核 的 积分 方程 ), 照 着 § 2.5 的 思路 去 做 , 不 难 
看 到 逆 算 子 


| S= (I+T,)7 (7.4.2) 
AY LL PE A= 一 友和 正规 化 系数 O, 来 表示 ， 而 不 需 
要 具体 说 明 它 们 与 时 间 的 关系 . 
PEWNE 
£2 —[u(e, 1) -t=0 (7.4.8) 
的 位 势 可 以 通过 公式 


ww j= 2 B(0t;2, 1) (7.4.4) 


H ati 8 3} TE SE ERR B v, t) 来 复 现 ， 对 于 无 反射 
位 势 的 情形 , 纯 六 -孤立 子 解 usle, t) 可 以 显 式 地 表示 出 来 ， 而 
不 需要 具体 说 明 如 MO, 与 时 间 的 关系 . 

我 们 进而 可 将 (7.4.1) 改 写成 下 面 的 形式 ; 

B=By—ST.B-SQ,, 
By= —SQ,, 

AE § 2.8 的 微 扰 理论 的 出 发 点 . 

另 一 方面 ,我 们 已 经 确定 , 如 果 u Wem KdV 方程 


(7.4.5) 


Vs — 6uzt User = ef (u) , (7 .4.6) 
则 散射 量 演化 如 下 : 

da @ 人” 

Tp fap fPdx, N= — kis 

á aaa (7.4.7) 
y=| p? dz; | 

a —8ik’b = AL. foda, (7.4.8) 
dOn 


Is skO,- se eel” fopde—1.0, (7.4.9) 


函数 由 由 和 是 87. 2 中 所 定义 的 蔡 定 记 方 程 的 解 ， 9 是 
(7.2.2.17) 中 给 定 的 函数 . 

注意 在 本 章 中 ， 对 应 于 离散 特 证 值 的 特征 函数 是 用 一 种 与 
第 二 章 不 同 的 方式 ( 见 7.2.2 分 节 ) 正 规 化 的 ， 因 此 在 使 用 这 两 
章 的 公式 时 ,必须 注意 与 系数 On 的 定义 相符 合 . 

在 s=0 的 极限 情况 下 ， 散 射 量 的 演化 就 变 得 与 位 势 双 无 
关 ; 但 是 当 s 尖 0 时 ,整个 结构 就 耦合 了 . 

当 我 们 着 手 对 小 © 的 情况 进行 微 扰 分 析 时 ， 我 们 立即 会 面 
临 一 些 严重 的 困难 . 下 面 我 们 展开 一 种 启发 式 的 推理 , 并 讨论 
一 些 未 解决 的 问题 . 
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先 考 察 时 间 区 间 
0<t<T, (7.4.10) 
这 里 了 是 与 8 无 关 的 任意 数 ， 假定 (7.4.7)、(7.4.8) 和 (7.4.9) 
中 的 函数 六 Y p OM MRR, BAAR, 
A(t) =A) +Ot), (7.4.11) 
b(k, D =e {bk, U)-+O(e)}, (7.4.12) 
C,(t) = et {0 (0) +O(e)}. (7.4.18) 
《再 一 次 注意 ,本 章 中 离散 特征 函数 的 正规 化 方法 是 与 第 二 章 不 
AR. 正 因为 如 此 , 所 以 (7.4.13) 的 指数 中 的 数值 因子 与 定理 
2.3.1 不 同 .) 
虽然 散射 量 在 所 考察 的 时 间 范 围 内 看 来 只 受到 小 小 的 扰 
动 , 但 不 能 断言 微 扰 方 程 的 解 色 也 是 这 样 . 可 以 想象 , 在 上 面 所 
给 的 估计 或 由 此 作出 的 适当 修改 的 基础 上 ,我 们 能 展开 与 8S2.8 
相 平 行 的 分 析 . 但 是 ,目前 这 还 仅仅 是 个 猜想 
现在 我 们 考察 较 大 的 时 间 区 间 l 
axet<T, (7.4.14) 
其 中 中 是 与 es 无 关 的 任意 数 .， 这 时 散射 量 的 演化 一 般 要 受到 
微 扰 的 不 可 忽略 的 影响 . 然而, 要 是 能 够 假定 在 所 考察 的 时 
间 区 间 上 反射 系数 58(%, t) 很 小 的 话 ， 人 们 仍旧 可 以 设想 在 
(7.4.5) 基 础 上 的 微 扰 方 法 、 这 一 假定 构成 了 考 珀 (1976). 卡 普 
' 曼 和 马 思 洛 夫 (1977) 、 考 珀 和 纽 厄 尔 (1978) 等 工作 的 基础 . 
具体 地 说 ,我 们 取 
b(k, 0) =0, (7.4.15) 
并 将 (7.4.8) 写 成 下 面 的 形式 : 


b(k, Ò= BF ge) ee P fyzdedt', (7.4.16) 
现在 假定 在 对 t 的 积分 中 没有 长 期 项 出 现 ， 以 此 作为 出 发 
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点 ,我们 采取 下 述 步骤 

第 一 步 ” 作 为 对 的 初步 近似 , 取 纯 入 -孤立 子 解 ,而 不 
确定 wx 中 离散 特征 值 和 正规 化 系数 与 时 间 的 关系 , HR, EN 
对 特征 函数 的 初步 近似 , 取 对 应 于 纯 N- 孤立 子 解 的 特征 函数 . 

第 二 步 ”计算 .4.7) 和 (7.4.9) 的 右边 ， 并 解 所 得 的 演化 
方程 求 如 MOn. 

第 三 步 ” 计 算 人 .4.8) 的 右边 ,证 明 上 述 无 长 期 性 假定 . 

第 四 步 (这 一 步 是 随意 的 ) 在 7.4.5) 的 基础 上 进行 高 次 
近似 ， 也 可 用 公式 

u=—43) abit 2 (sdb (1.4.17) 


计算 产生 反射 系数 8(k, +) 对 的 页 献 ( 参 阅 $2.5). 

最 后 一 步 ” 证 明 我 们 确实 构成 了 4 的 近似 式 . 

以 上 概述 的 步 又 的 应 用 可 以 在 考 珀 (1976)、 卡 普 曼 和 马 思 
洛 夫 (1977)、 考 珀 和 纽 厄 尔 (1978) 中 找到 ,那里 处 理 了 各 种 与 套 
定 计 方 程 和 萨 哈 罗 夫 -沙巴 特 散 射 问题 有 关 的 微 扰 问 题 .“ 最 后 
一 步 ”现在 还 没有 人 去 做 . 另 一 个 未 解决 的 问题 是 可 能 产生 不 
在 t=0 的 谱 中 的 离散 特征 值 . 

为 了 对 这 些 应 用 加 深 印象 ， 我 们 用 一 些 计算 来 结束 本 W. 
这 些 计算 也 是 上 述 前 面 三 个 步骤 的 例证 ， 

我 们 将 在 启发 式 步骤 的 范围 内 来 研究 微 扰 对 纯 单 孤立 子 解 
HEH. 


u(z, t) = — 2k sech? kpt, 


r=gz-ġ(t), (7.4.18) 
对 应 的 特征 函数 由 由 下 式 给 出 ， 
p=a / 2 kn Sach knz, (7.4.19) 


常数 a 由 正规 化 条 件 
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lim e% p=a2/2 he =1 (7.4.20) 
@-+—0o 


得 出 , 即 7 

AE cw ea (7.4.21) 
同样 地 ,考察 +00 时 的 行为 ,我 们 可 以 用 史 来 表示 正规 化 常 
HC; 


Cp = gnt, (7.4.22) 
现在 从 (7 .4.7) 来 考察 特征 值 的 演化 。 直接 计算 得 
r R: ESN dx 
dt 1” | an cos nz 一 四) * SI 
作为 例子 , 取 
f=ou, (7.4.24) 
其 中 o 是 常数 。 于 是 方程 人 .4.23) 化 成 
dk, 2 
3 (7.4.25) 
它 的 解 是 ; 
kn (t) = kn (0), (7.4.26) 


我 们 现在 转 到 确定 正规 化 系数 On 的 演化 的 方程 (7.4.9). 
通过 直接 计算 可 知 。 
p=- -2 {2 tanh ky Z}, (7.4.27) 


又 从 (7.2.2.17) 得 


0 一 20. (7.4.28) 
利用 (7.4.22) ,我 们 得 
oe =4h + |, fodpdz, (7.4.29) 
上 式 自 然 地 导致 下 述 分 解 : 
由 一 由 十 中， (7.4.80) 
其 中 
pi(t) =4 j, kalt’) dt +2», (7.4.81) 
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we te gel Sort de, (7.4.22) 
| SOR, WR Fh (7.4.24) a, BBA 
iz fobdaz=0, (7.4.88) 
RAR (7.4.26) , Bog | 
f(t) =8h 20) = [el A) +o, (7.4.84) 


显然 ， 微 扰 对 孤立 子 位 置 的 作用 在 大 时 间 的 情况 下 是 十 分 重 
要 的 . 

”最 后 , 我 们 从 (7.4.8) 来 研究 反射 系数 的 演化 ， 可 以 证 明 ， 
当 位 势 如 ( 人 .4.18) 所 示 时 ， 对 应 于 连续 谱 的 特征 函数 由 下 式 给 
dH: ws 


e~ Kna) 、 
P E S fe a}. (74-80) 
(24 BBA AN 孤立 子 解 时 , ME BB ET HB 
脸 罗 夫 - 沙 巴特 (1972) ，) 
长 期 项 在 (7.4.16) 中 出 现 是 很 不 可 能 的， 除非 了 显 式 地 与 
tH, 使 被 积 函数 中 发 生 与 其 他 振荡 因子 的 共振 ， 如果 了 只 


与 及 其 导数 有 关 , 那 末 我 们 可 记 | 
[S iame tgh), (7.4.26) 
| —2tk2 kn e` ¥n® 
s- fom {i ah 


(7.4.37) 
而 (7.4.16) 变 成 


b(t, D= ae es f eo gR, (7.4.38) 


+ 208 > 


其 中 
wlt) =2[4 kt + pCt]. 
为 了 对 上 式 的 行为 有 个 大 致 的 概念 ， 我 们 假定 g(%。) 对 
加 可 微 . 当 我 们 考察 例如 (7.4.24) 时 ， 就 是 这 样 的 情况 。 进 
行 分 部 积分 ， 些 结果 , 可 得 
b(k, t) = - Gp TES {e-sikt2t+wbD1g [有 (人 人] 
一 6-3ikseg[ eg (0) ]} + O( 87) , (7.4.39) 
- 显然 , 我们 确实 有 
. b(k, t)=O(e), 40<et<T 时 , (7.4.40) 
这 就 保证 了 微 扰 步骤 的 相 容 性 ， 但 是 这 个 结果 仅仅 对 &X0 有 
效 ， 而 且 在 人 .4.89) 中 , Mk, 引 在 6->0 时 产生 奇异 性 .为 
了 研究 这 一 现象 ,我 们 回 到 (7.4.38) ,同时 再 以 (7.4.24) AH, 
计算 4>0 时 的 ib(k, t). RAAH, 4k=-OR, 
g (kn) ~okng, (7.4.41) 
其 中 9 是 常数 .利用 (7.4.26), 得 | 
[ikb (k, t) Ineo > k(O) [8-1]. (7.4.42) 


由 此 可 知 , 当 % Ale 都 趋 于 零 时 ,ik5(%, 四 的 行为 是 不 一 致 
的 ， 而 且 如 果 希 望 从 (7.4.17) 来 计算 w 的 近似 ， 那 就 需要 进行 
更 细致 的 研究 ，。 可 以 期 望 时 间 大 时 在 =0 的 某 个 小 邻 域内 具 
有 阶 数 一 致 性 的 非 零 反射 系数 的 产生 ,将 对 和 有 所 贡献 ,并 且 这 
个 贡献 (在 某 个 区 间 上 ) 近似 地 是 常数 。 这 一 现象 被 考 珀 和 组 
厄 尔 (1978) 称 做 产生 平 架 \shelf) ， 
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